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Capitolul | 


Suprafeţe poligonale. Arii 


Noţiunea de arie a unei figuri plane, ca şi aceea de lungime a unui 
segment, își are originea în necesitatea practică de a compara mulţimi plane. 
“Noţiunea de lungime a permis compararea segmentelor în sensul de a decide 
` dacă un segment este „mai mare“ decit alt segment. Aria va permite compa- 
rarea (măsurarea) unor alte tipuri de mulţimi plane, numite uneori și supra- 
feţe, în acelaşi sens, adică de a decide că o suprafaţă plană este „mai mare“ 
decit alta. Pentru definirea ariei, la început ne vor fi necesare cunoştinţe 
de geometrie referitoare la poligoanele convexe și interioarele acestora. Întru- 
oit o prezentare riguroasă a tuturor noțiunilor şi proprietăților care apar 
în acest capitol este laborioasă şi dificil de făcut cu cunoștințele pe care le 
avem din clase a IX-a, o parte a acestor proprietăţi va fi acceptată fără 
"demonstraţii sau cu demonstraţii facultative. 


` § 1. Suprafeţe poligonale 


În cazul unui poligon convex, reamintim că interiorul acestuia (manual 
cl. a IX-a, cap. I, $6) este intersecţia semiplanelor deschise limitate de supor- 
turile laturilor poligonului și care conţin virturile nesituate pe laturile respective 

` (fig. 1.1). Pentru poligonul convex L = P4P2...P, situat în planul P, inte- 
riorul poligonului se notează prin Int P1P3...P, = Int L. Mulțimea LU Int L 
se numește suprafață poligonală conpeză şi se notează [L] = LU Int L. 
Poligonul L se numeşte frontiera suprafeței poligonale [L]. 

Suprafețele poligonale convexe 
permit definirea unei noțiuni mai ge- 
nerale: 

Definiție. Se numeşte supra-. 
față poligonală o mulțime de puncte 
din plan, care este reuniunea unui 
număr finit de suprafețe poligonale 
convexe, acestea avind două cîte două 
interioarele disjuncte (fig. 1.2). Fig. 1.1. 


Fig. 12. 


Dacă S este o suprafaţă poligonală și [L1], [Le], -.., [Zp] sînt suprafeţele 
poligonale convexe respective, adică 


S = [L] U [L:]U ...UIL,] şi Int L; N Int Lj = ø pentru i zj, 


atunci vom spune că mulțimea ([L+], [L2], --., [L,]Y constituie o descompunere 
a suprafeței poligonale S (fig. 1.2). ; 


Pentru suprafețele poligonale convexe s-a definit frontiera și interiorul., 


Vom defini aceste noțiuni și pentru celelalte suprafețe poligonale. Un punct P 
al unei suprafețe poligonale S se numește punct interior al lui $, dacă există 
un disc cu centrul P, inclus în S. Punctele lu: S care nu sînt puncte interioare 
ale lui S formează frontiera lui 5. Astfel, suprafeţele poligonale din figura I.2 
au următoarele frontiere: a) poligonul A1424s44454s; h) poligonul A14a... 410; 
c) poligoanele A14A3As444546 şi B1B2BsB4B;B; d) poligoanele ABC şi 
MN PQ; e) poligoanele 4142430, BB2B30, C1CaC30, DD2D30. 

Dacă frontiera suprafeţei poligonale este un poligon, atunci suprafaţa va 
fi numită după numele poligonului; astfel se va spune: suprafaţă patrulateră, 
pentagonală etc. în loc de suprafaţă poligonală cu frontiera patrulater, penta- 
- gon etc. 

Din definiţie rezultă că orice suprafață poligonală se descompune în 
suprafeţe poligonale convexe. În continuare vom arăta că orice suprafaţă 
poligonală convexă se descompune în suprafeţe triunghiulare. 


meoremă. 0 suprafață poligonală convexă cu n laturi (n >>3) se 


descompune în n— 2 supraleţe triunghiulare. 
Demonstraţie. Se va arăta întîi că o suprafaţă poligonală convexă cu n laturi se 


descompune într-o suprafaţă triunghiulară şi o suprafaţă poligonală convexă cu n — 1 
laturi. Se consideră poligonul convex L = P,P, ... Pn şi dreapta P,P; (fig. 1.3). O dreaptă 
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Fig. 1.8. Fig. 1.4. 
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care nu este suportul unei laturi a lui L are cel mult două puncte comune cu L, prin 
urmare dreapta P,P, intersectează poligonul L numai în P, și Pa. Rezultă că punctele 
P, Pa- Paint de aceeași parte a lui PPa, ceea ce înseamnă că P P,P, ... Pn este un 
poligon convex.. Deoarece P, se află în interiorul unghiului P,P Pn rezultă că Pa și 
Pn se află de o parte şi de alta a dreptei P,P,. Deci punctele Pa şi Pa, Pp, «-:» Pn se află 
în semiplane opuse faţă de P,P,, adică interiorul triunghiului P,P,P, şi interiorul poli- 
gonului P,P3P, ... Pn se află în semiplane opuse, avind astfel intersecţia vidă. Pe de 
altă parte este evident că [L] = [P1P2P3]U [PiP Pi Pnl. 

Aplicînd succesiv acest rezultat suprafețelor poligonale [P P,P4..-Pn], [P1P4Ps-.-Pn] 
etc., care au fiecare cîte o latură mai puţin decit precedenta, se obține teorema. 


Din demonstrație rèzultă că suprafața poligonală convexă [L] = 
= [P Pa... P,]] se descompune în suprafeţele triunghiulare [72], [Ts], --- [Tna] 
(fig. 1.4) unde se notează cu T; triunghiurile P,P Pin i = 2, 3, o n — 1. 
Este evident că pentru o suprafață poligonală convexă există mai multe 
descompuneri în suprafeţe triunghiulare. 

Consecinţă. Orice suprafaţă poligonală poate fi descompusă în triun- 
ghiuri (fig. 1.5). 
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Fig. 15. 


Exerciţii 
„le Să se arate că suma măsurilor unghiurilor unui poligon convex cu n virfuri este 
Sn = (n — 2) ° 180°. 
2. Cite laturi are un poligon regulat, dacă măsura unui unghi al său este 135°? 


8. Dacă L = P,P... Pn este un po: 
ligon convex și P; un punct pe semidreapta 


opusă lui (PiPim atunci EPn se nu- 
meşte unghi exterior al lui L (fig. 1.6). Să 
se arate că suma măsurilor unghiurilor ex» 
terioare ale unui poligon convex este egală 
cu 360%. 

4, Măsura unui unghi al unui poligon 
regulat este de 4 ori mai mare decit măsura 


unui unghi exterior. Cîțe laturi are poli: - 


Fig. 1,8. gonul? 


5, Cite laturi are un poligon convex, dacă toate unghiurile sale exterioare sint 
obtuze? 

6.* Să se arate că într-un patrulater convex, bisectoarele a două unghiuri consecutive 
formează un unghi a cărui măsură este egală cu semisuma măsurilor celorlalte două 
unghiuri. 


$ - 


$ 2. Mulţimi congruente şi mulțimi asemenea 


Vom extinde în acest paragraf, 
noţiunile de congruenţă şi asemănare, 
care în clasa a IX-a au fost definite 
numai pentru mulțimi particulare de 
puncte (segmente, unghiuri, triun- 

Fig. 1.7. ghiuri). : ; 

Să ne imaginăm o placă situată pe o suprafață plană, care alunecă pe 
aceasta și să notăm prin M și M’ mulțimile de puncte ale suprafeței plane 
situate sub placă pentru două poziţii oarecare ale ei (fig. 1.7). Observăm că 
prin acest procedeu se poate stabili o corespondenţă biunivocă între mulțimile 
M şi M’ prin intermediul punctelor plăcii. În timpul acestei „alunecări“, 
placa am considerat-o rigidă, adică distanța dintre două puncte fixe A şi B 
ale ei este constantă, deci și distanţele dintre imaginile acestor puncte situate 
în mulțimile M şi M’ sînt egale. Această proprietate este cuprinsă şi în aplica- 
ţia următoare: 


Aplicaţie. Să se arate că dacă [AB] = [A'B'] atunci există o funcţie 
bijectivă f : [AB] > [A4'B'] astfel că oricare ar fi două puncte P, Q<[AB], 
PQ = f(P)f(Q) şi reciproc. 


*) Problema notată cu steluţă se adresează cercurilor de elevi. 
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Rezolvare. 1) Se presupune că [AB] a[4'B'] şi fiecărui punct Pe[AB] i se 
asociază punctul P’ e[A'B'] pentru care AP = 4'P'. Din teorema de construcţie 
a unui segment (manual cl. a IX-a) rezultă că funcţia f:[AB]-—[A'B'] definită prin 
f(P) = P’ este o bijecţie între [AB] şi LA'B']. Trebuie arătat că F(P)f(Q) = PQ pentru 
orice P, Q e [AB]. Putem admite că P e LAQ]. Atunci avem 

- PQ = 40 — AP = A'Q' —4"P' = PO = FIP). 


2) Să „demonstrăm că, reciproc, dacă funcţia bijectivă f:[AB]— [A'B'] are 
proprietatea că f(P)f(Q) = PQ pentru orice P, Qe[A4B], atunci AB = A'B’. De- 
oarece funcția f este surjectivă, există punctele C, D e[AB] astfel ca f(C) = A şi 
f(D) = B’ şi conform ipotezei A'B’ = CD. Pentru a arăta că C = A sau C = B, pre- 
supunem contrariul; atunci pe de o parte AB > CD = A'B' şi pe de altă parte AB = 
= f(A)f(B) <A4'B' (căci segmentul (f(4)f(B)) este inclus în (4'B’)): Am obținut o 
contradicție, deci C = A sau C = B. În mod analog, dacă C = A se arată că DSB 
iar dacă C = B atunci D = A. Deci f(4) = Æ’ şi f(B) = B’ sau f(B) = A' ṣì f(A) = B’ 
(fig. 1.8). Dar atunci A'B' = f(4)f(B) = AB, prin urmare (4B) = (4'8'). 


Definiţie. Mulţimile M şi M' se numesc congruente și se notează 
M = M' dacă există o funcţie bijectivă f : M — M' astfel ca pentru oricare 
două puncte P, @ E M, PQ = f(P)f(Q). Funcția f cu această proprietate 
se numește izometrie. 

Mai scurt, se poate spune că două. mulțimi sint congruente dacă există o 
corespondenţă biunivocă între ele care păstrează distanţele. 

Următoarea proprietate, evidentă intuitiv, se admite fără demonstraţie: 
„dacă două suprafeţe poligonale sint congruente şi una din ele este descompusă 
în suprafeţele triunghiulare [71], [Ta], ---, [Tn], atunci şi cealaltă admite: o 
descompunere în acelaşi număr de suprafețe triunghiulare [71], [72], -.-+ [71] 
astfel ca [T;] = [T;], i = 1, 2, n: 

În ‘continuare se va extinde noțiunea de asemănare a două mulțimi, 


- care a fost definită în clasa a IX-a pentru poligoane convexe. În mod intuitiv, 


aceasta se poate face prin observarea a două hărţi ale aceleiaşi regiuni, exe- 
cutate la scări diferite: Dacă se compară distanţele dintre oricare două puncte 
ale uneia dintre hărți cu distanţele dintre punctele corespunzătoare ale celei- 
lalte se constată că raportul acestora este constant. Această observaţie este 
exprimată și în următoarea: 


Proprietate. Dacă AABC ~ AA'BC', atunci există un număr 
k >0 şi o funcție bijectivă f : ABC = A'B'C", astfel incit oricare ar fi două 
puncte P, Q e ABC, PQ = k-f(P)f(Q) și reciproc. 

Demonstrația se lasă ca exerciţiu facultativ. 

În baza proprietăţii de mai sus, se justifică definiția ce urmează. 


Fig. 1.9. 


Definiție. Mulţimile M şi M' se numesc asemenea şi se notează M~M' 
dacă există un număr k >œ 0 şi o funcţie bijectivă f : M — M’ astfel ca pentru 
oricare două puncte P, Q € M, PO=k:f(P)f(Q). Funcţia f cu această 
proprietate se numește asemănare, iar numărul k se numește raport de ase- 
mănare (fig. 1.9). 


Ca şi în cazul mulțimilor congruente, se va admite următoareă proprie- 


tate: „dacă două suprafețe poligonale sînt asemenea, k fiind raportul de 
asemănare şi una din ele se descompune în suprafețele triunghiulare [7.], 
[Ta], ---» [Zn] atunci şi cealaltă admite o descompunere în acelaşi număr de 
suprafeţe triunghiulare [7], [72], ..., [Th] astfel ca [7;]-— [7], i = 1,2, ..., n, 
raportul de asemănare fiind tot k (fig. 1.10). 


Exerciţii 

Z, ; 
1. Să se arate că oricare două 
semidrepte sînt mulțimi congruente. 
Aceeași proprietate pentru drepte. 


2. Să se arate că raportul 
perimetrelor a două poligoane 


asemenea este egal cu raportul 
Fig. 1.10. lor de asemănare. 
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§ 3. Aria suprafețelor poligonale. 


Deoarece, după cum s-a arătat la începutul acestui capitol, aflarea ariei 
unei mulţimi de punote este o operaţie de măsurare, este necesară introdu- 
cerea unei unităţi de măsură. 

O suprafaţă pătrată de latură 1 se va numi unitate de suprafață. 


> asa E 


Se poate măsura în mod direct o Fig. 1.11. 
suprafaţă poligonală Æ, dacă F se des- 
compune într-un număr finit de unităţi 
de suprafaţă (fig. 1.11). Pentru alte 
mulțimi, procedeul direct de măsurare E 
nu se poate aplica. Deoarece orice 
suprafață poligonală se descompune în suprafețe triunghiulare, rezultă că 
este esențial să se poată calcula aria unei suprafețe triunghiulare. Înainte 
însă, este necesară, definirea ariei. Pentru mulțimea $ a suprafețelor poligo- 
nale, aria se defineşte prin următoarea teoremă care se va admite fără demon- 
strație: ; 


BURUH 


aM 


Teorema 1. (Teorema de existenţă a funeției arie.) 
Există o funcţie o : $ —> R, care-are următoarele proprietăți: 

1) dacă triunghiurile 7, şi T, sînt congruente atunci c[7.] = o[ T2), 

2) dacă Sı și Sa sînt suprafețe poligetiale eu interioarele disjuncte atunci 
ols, U Sa) = a(5.) + c($2), 

3) dacă U este o unitate de suprafață atunci c(U) = 1. 

Prin definiţie, funcţia cu proprietăţile (1) — (3) se numește funcţie arie, 
iar numărul o($), aria suprafeţei poligonale S. Deoarece două suprafeţe poli- 
gonale congruente se descompun în suprafeţe triunghiulare congruente două 
cîte două, din proprietăţile (1) şi (2) rezultă că două suprafețe poligonale con- 
gruenie au arii egale. În condiţia (3) intervine U, o suprafaţă pătrată de latura 1. 
Ea este fixată, deoarece în tratarea noastră, funcţia-distanţă este aleasă în 
mod unic (prin fixarea de la început a distanţei 1, a „etalonului“). În practică 
însă, e necesar să se înlocuiască U cu diferite „unităţi de suprafață“: 1 cm?, 
1 dm?, 1 m?, 4 dam? etc. Atunci se obțin diferite funcţii-arie și în acest caz se 
indică funcția respectivă printr-un indice, de exemplu: Gem», iar în loc de 
Gcmi(5) = 5,7 se scrie o(5) = 5,7 cm? (în acord cu notația AB = 5 cm care 
exprimă că ABem = 5). 

În continuare vom arăta cum se calculează valorile funcţiei pentru unele 
suprafețe poligonale dintre care un rol deosebit îl are aria suprafeţei trivn- 
ghiulare. Pentru simplificarea exprimării vom spune: „aria triungbiului, 
pătratului etc.“, în loc de „aria suprafeţei triunghiulare, pătrate etc.“ iar 
pentru simplificarea notaţiei, dacă [L] este o suprafaţă poligonală în loc de 
„o([L])“ se va scrie „o[L]“, de exemplu o[ ABC] reprezintă aria suprafeţei 
triunghiulare [ABC]. 

Teorema 2. Dacă ABCD este pătrat și AB=1l, atunci 


[ABCD] = Ë. 2 
Demonstraţie. Se va face în trei etape: 
a) Dacă l = — , n € N*, atunci o[ ABCD] = —. Pe sola dregtălă (AB 


şi (AD (fig. L42) se iau punctele B' şi D' astfel ARE AB' = AD = şi 
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D' Fig. 1.12. se construiește pătratul AB'C'D' pen- 
tru care o[AB'C'D']= 1. Se impart 
segmentele [AB] și [AD'] în n seg- 
mente congruente şi prin punctele de 
diviziune se duc paralele la AD res- 
pectiv AB, formindu-se astfel n? pă- 
trate congruente. Deoarece oricare 

Cc! două dintre aceste pătrate au inte- 

rioarele disjuncte, din proprietatea (2) rezultă că o[AB'C'D'] = n? + o[ ABCD] 


sau o[ABCD]= E, 
n 


b) Dacă L= =, m, n EN*, atunci o[ABCD]= ~. Se împart seg- 
n 


mentele [AB] şi [AD] (fig. 1.13) în m segmente zi iati şi ducindu-se 
paralele cu laturile pătratului, peio punctele de diviziune, se obțin m? pătrate 


congruente cu latura de lungime + Din proprietățile (1) şi (2) şi cazul a) 
rezultă că o[ ABCD] = m2: 5 f 
n 


c) Dacă leR — Q% atunci [ABCD] = l. Se raționează prin reducere la absurd. 
Să presupunem, deci, că o[ ABCD] = a și a < l. Atunci v æ < 1 şi există un număr rațio- 
nal 6 astfel încât |/a < B < 2. Vom construi pătratul AB’C’D’ cu AB’ = f, B’ e (AB), 
e (AD) (fig. 1.14). Avem o[AB’C'D'] = p°. Deoarece [ABCD] este reuniunea suprafe- ' 
ţelor poligonale [A B'C'D'] şi [B'BCDD'C"], cu interioarele disjuncte, rezultă că o[4BCD] = 
= o[AB'C'D'] + o{B'’BCDD'C'] > olAB'C'D'] sau «> p?, adică Va > B, ceea ce este 
în contradicţie cu modul de alegere a lui 8. Dacă se presupune « > l°, se obţine o contra- 
dicţie în mod analog, de unde rezultă că o[ ABCD] = }, 
Teorema 3. Dacă ABCD este dreptunghi şi AB =a, BC=b, 
atunci o[ ABCD] = a+b. 
Demonstraţie. Se construieşte pătratul AB'C'D' (fig. 1.15) astfel încit 
AB'=a+b, BE(AB'), De(4D), deci o[AB'C'D']= (a + b)? = 
=a? +b? 4 2a:b. Fie {E} = CD AN B'C' şi {F} = BC N D'C’; atunci 


Fig. 1.18. i Fig. 1.14. 


7 Fig. 1.15. / 
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(ei 
Fig. 1.16. > Fig. 1.17. 


DCFD’ şi BB'EC sint pătrate, DC =a, BC =b, iar dreptunghiul 
CEC'F este congruent cu ABCD și o[AB'C'D'] = o[DCFD'] + o[BB'EC] + 
+ 20[ABCD]= a? + b? + 20[ABCD]. Din cele două expresii ale lui 
o[AB'C'D'] rezultă că o[ ABCD] = a-b. 

Consecinjă. Dacă ABC este un triunghi dreptunghic cu unghiul drept 
în A atunci o[ABC]= — AB AC. 


Demonstrație. Se consideră punctul D astfel ca ABCD să fie dreptunghi. 
Suprafața dreptunghiulară [ABDC] se descompune în două suprafețe triun- 
ghiulare congruente [ABC] şi [BDC] (fig. 1.16). Deci 


o[ABC] = Ż o[ABDC]= | AB: AC. 
2 2 5 


Teorema 4. Aria unui triunghi este 5 din produsul lungimii unei 
laturi cu înălțimea corespunzătoare. 


Demonstrație. Se consideră triunghiul ABC în care se presupune că 
unghiurile A și B sînt ascuțite, deci C’, piciorul înălțimii din C, este pe seg- 
mentul (AB) (fig. 1.47). Atunci: 


o[ABC] = o[ACC'] + o[BCC'] = i AC- CC 4 $ C'B- CC = 
2 $ AB- CC. 


Deoarece orice triunghi are două unghiuri ascuţite şi produsele dintre 
lungimea unei laturi cu înălțimea corespunzătoare egale, rezultă teorema. 
Observație. Dacă o suprafață poligonală § se descompune în suprafețele poligonale S}, 
Sos.. Sn, atunci ea se descompune și în suprafețele poligonale S, U S3 U~.. U Sn- și Sn. 
Din proprietatea (2) a teoremei 1 rezultă că: 
olsh U SU... U Sa) = olsi U Sa U. U Shahit o(i5n)- 
Aplicînd succesiv această proprietate se obţine: 
(5, US,U.. U Sn-a) = 65. US,U... U Saca) Eoia 
a(S U Sa) = o(1$,) + ofS); ceea ce implică 
a(S) = a(S, U S, U... U Sn) = a(S4) + o(Sa) + -.. + o(Sn). 
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Deci proprietatea (2) din teorema 1 poate fi genera- 
lizată în acest mod (fig. 1.18). 

Dacă pentru aceeași suprafaţă poligonală S 
se nai ' consideră o descompunere. în suprafeţele 
poligonale Se Say ec Sp atunci în mod analog 
se obţine a($)= = a(54).+ c($3) + = + a(S) deci 

a(S) + olsa) + --- + olsn) = 
Fig. L.18. = a(54) + a(S3) +... + a(S). 
Consecințe. 
1. Ducă ABCD este un paralelogram ji d(AB, CD) = h atunci 
o[ABCD] = AB -h (fig. 1.19). 
2. Dacă ABCD este trapez, AB |CD şi (AB, CD)= h, atunci 


o[4 BCD] = 42 Arto, - h (fig. 1.20). 


3. Dacă PPa ... Pa este un cea convex regulat, O fiind centrul 
său şi P1Pa = l, d(0, PP2) =, atunci: 


o[P,Pa ... Pa] = = n- a-l (fig. 1.2). 


Demonstraţiile rezultatelor de mai su» constituie exerciţii simple, con- 
strucţiile necesare fiind indicate în figurile respective. 
4. Dacă AABC ~ M4'B'C', k fiind raportul de asemănare, atunci 


SABCI — pa (fig. 1.22). 
o[4'B'C"] 


Fig. 1.20 
(A 
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PERA 


[E 


LA 


Fig. 1.28. ` ris) 


S~ sS 


Demonstraţie. Fie CD L AB, D € AB, C'D' L A'B', D' € A'B'. Avem 
AACD ~ MA'C'D' şi ABCD ~ APCD" deoarece aceste triunghiuri au 
respectiv cîte două unghiuri congruente. Rezultă 


CD 40 48 ABC z AB-0D 
D 40 AB o, ai FAB. e. 
OD 40 AÈ AARC 1 yom 


Rezultă acum, ţinind cont de proprietățile de descompunere că: 

5. Raportul ariilor a două suprafețe poligonale asemenea este egal cu 
pătratul raportului de asemănare (fig. 1.23). 

Aplicaţii. Proprietățile ariei pot fi utile la demonstrarea unor relații geo- 
metrice şi la rezolvarea unor probleme, chiar dacă aria nu apare în mod expli- 
cit. Vom arăta mai întîi două demonstraţii ale teoremei lui Pitagora, bazate 
pe arii. 

1. Se dă triunghiul ABC, dreptunghic în A, BC =a, CA =b, AB = 
= ce, b >c (fig. 1.24). Construim pătratele ACDE şi EFGH cu laturile b 
respectiv c, E € (AB, F € (ED), şi punctul K astfel ca DE(FK) şi 
DK =c. Atunci AABC = ADKC = AHGB = AFGK şi BCKG este 
un pătrat de latură a. Rezultă: 


b? + c2 = o[ACDE] + o[EFGH] = o[ACDFGH] = o[CBGFD] + 
+ [ABC] + s[HGB] = o[CBGFD] + o[DKC] + [FGK] = o[BCKG] = a. 
2. Fie [AD] înălţimea triunghiului ABC cu m(Ă) = 90° (fig. 1.25). Deoa- 
rece AABC ~ ADAC ~ ADBA, avem conform consecinței & 


ABC] _ o[DAC] _ ADBA] _ [DAC] + [DBA] 
a? pa Ga b? p c? F 


N 


PN 


A c B E c H Fig. 1.24. 


ZZ 


LULL 
ULTI 


Fig. 1.26. 


Fig, 1,28 


K T C 


Fig. 1.29. D 

Dar o[ABC] = o(DAC] + s(DBA], deci a =b + è. 

3. Se dau: punctele fixe A, B, un semiplan S limitat de AB și numărul 
k >0. Locul geometric al punctelor M € S, astfel ca [ABM] = k, este o dreaptă 
paralelă cu AB (fig. 1.26). 

Într-adevăr, d(M, AB) = 2 este constantă. 


4. Să se construiască un triunghi de aceeași arie cu un patrulater dat ABCD. 
Intersectăm în E dreapta AD cu paralela la BD, dusă prin C (fig. 1.27). Con- 
form cu 3, o[BDC]= o[BDE), deci 

o[ABCD] = [ABD] + [BDC] = o[4BD] + o[BDE] = o[ ABE]. 

5. Se dau: un triunghi ABC şi un punct DE (AB). Să se construiască, 
o dreaptă care trece prin D și care împarte suprafața [ABC] în două supra- 
fețe de aceeaşi arie (fig. 1.28). 

Notăm cu B' mijlocul lui [AC] şi intersectăm în P dreapta AC cu para- 


lela la DB’, dusă prin B. Atunci o[ADP]= o[4BB'] = aa, 


Exerciţii 

1. Paralelogramul ABCD are AB = 6, AC = 7 şi d(D, AC) = 2. Să se afle d(D, AB). 

2. Dintre triunghiurile ABC cu BC = a şi CA = b, a şi b fiind numere date, să se 
afle un triunghi de arie maximă. 

3. Se consideră un pătrat ABCD şi punctele E, F, G, H, I, K, L, M care împart 
fiecare latură în trei segmente congruente (fig. 1.29). Să se arate că PQRS este un pătrat 


şi că aria lui este egală cu 2 ABCDI 
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“Pr 


rara 


4. Diagonalele  trapezului APCD 
(AB || DC) se taie în O. a) Să se arate că 
triunghiurile AOD şi BOC au aceeași arie. 
b) Paralela prin O la AB taie AD şi BC în 
M şi N. Folosind proprietatea a) să se arate 
că (MO) = (ON). 


5. E fiind mijlocul laturii neparalele 
[AD] a trapezului ABCD, să se arate că 
s|ABCD] = 20[ BCE]. 


S 
6*, Se dau: un unghi BAC şi un 
punct D în interiorul lui. O dreaptă prin D 
taie laturile unghiului în M şi W. Să se deter- 
mine dreapta MN astfel încît aria triun- 
ghiului AMN să fie minimă. 


7*. Să se construiască un punct P în 
interiorul triunghiului ABC, astfel încît tri- 
unghiurile PAB, PBC, PCA să aibă arii Fig. 1.80, 


` egale. 


8*. Să se descompună o suprafață triunghiulară în trei suprafețe de aceeași arie, prin 
paralele la o latură a triunghiului. 


9*. Rezolvaţi problema analoagă pentru un trapez, 


10. Prelungim razele duse la virfurile unui triunghi echilateral, înscris într-un cere 
e(O, r), pînă la intersecţia cu cercul care trece prin virfurile unui pătrat circumscris 
cercului C(O, r). Să se arate că-punctele astfel obținute sint virturile unui triunghi de 
aceeași arie cu hexagonul înscris în @(O, r). : 


11. Să se demonstreze teorema. catetei cu ajutorul ariilor. 

- Indicaţie. Pe ipotenuza [BC] și pe cateta [AB] construim pătratele BCED și ABFG 
(fig. 1.30). Perpendiculara din A pe BC taie BC în A’ şi DE în H. Trebuie să arătăm că 
o ABPG] = o[BA'HD] sau o[ABF]= [BDH], [ABF] = [CBF], o[ BDH] = c[BDA] 
şi ACBF 3 ADBA. 


§ 4. Suprafeţe măsurabile. Aria discului 


Vom asocia acum cîte o arie şi unor mulțimi care nu sint suprafeţe 
poligonale. Cu alte cuvinte: vom prelungi funcţia-arie la o mulțime de figuri 
(o figură este o mulțime de puncte din plan), această mulțime conţinind 
mulțimea suprafeţelor poligonale precum și alte mulţimi de figuri ca discurile, 
sectoarele şi segmentele de cerc etc. 

Definiţie. O mulțime M se numeşte suprafață măsurabilă dacă . 
există un număr unic o(/) mai mare sau egal cu aria oricărei suprafeţe 
poligonale incluse în M și mai mic sau egal cu aria oricărei suprafeţe poli- 
gonale care include pe M (fig. 1.31). Numărul o( M) se numeşte aria lui M, 
Se va nota cu S* mulţimea suprafețelor măsurabile. . a 
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Fig. 1.81. 


Teorema 1. Un dise [2(0, r)] este o suprafață măsurabilă, a cărei 
arie se calculează asttel: 


sț2(0, r)] = mr2. 

Demonstrație. Fie A, Aş... Am un poligon înscris în cercul C(O, r) şi BBa... Bm un 
poligon circumscris aceluiași cerc (fig. 1.32). Se notează l; = AiAi hi = d (0, Aidi) 
pentru i e (1, 2, ... n — 1}, In = AnA, hm = d (0O, Andı), si = Bi Bia pentru i e [e RC i 
= Mm — 1) Şi sm = BmBu. Atunci 


ERLA 
ol A14a ... An] = [04145] + [OAA] + ... + 010444] = zh 
ele pi 
Deoarece hi < r, o[Aa... An] < pE d iar din modul de definire a lungimii cercului 
=i 


n 
> li < 2nr, deci 
i={ 


(1) o[ Asa ... An] < nr2. 
În mod asemănător şi ţinînd cont că d(O, BiBim) = r, rezultă 


1 pa i 
ol BB... Br] = — SO rs; = — Y` > —"2mr, 
AE (Ra SN a 2 


(2) o[B,B, ... Bn] > nr2. 
Numărul mr? verifică, deci, condiţiile din definiţia unei su- 
prafeţe măsurabile. Vom arăta mai jos că zr? este singurul 
număr care verifică aceste condiţii şi cu aceasta teorema va fi 
demonstrată. 

Vom folosi condiţiile (1) şi (2) numai pentru poligoane 
regulate A,A, ... An, B1Ba... Bm şi n = 2m. În acest caz 
avem (fig. 1.33) 


4 ol AsAa ... Aom] = 2molO4,42] = mo[0A, AzA] = 
pe la $ a) aj 
2 2 
=m A4; * 0A, — Pw: j 
2 2 
Pmr 
BBa... Bm] = mo[0B B] = mE = EM, 
Fig. 1.33. o[ BB; m] 910B.B,] 5 $ 
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unde pm, Pm sînt perimetrele poligoanelor A.A, ... Asm- B+ Ba . Bm. Prin urmare, din 


(3) P caT, ment 


trebuie să deducem că z = xr?. 
Din (3) rezultă 


(4) a Pm m e N*. 
r 


Ştim din definiţia lungimii Z a cercului că 1 este singurul număr mai mare decît perimetrul 
oricărui poligon înscris în cerc şi mai mic decît perimetrul oricărui poligon circumscris 
cercului. Această caracterizare a lui Z rămîne valabilă dacă înlocuim poligoanele de mai sus 
cu poligoane regulate oarecare, înscrise în cerc respectiv circumscrise cercului, deci din (4) 
rezultă că 3 


deci z = z = ima zr? şi teorema 1 este demonstrată. 

Definitie. Se numeşte sector de cere determinat de arcul ÁB al cer- 
cului 2(0, r) reuniunea segmentelor [OM], unde M € AB. 

Pe figura 1.34, punctele A, B € @(O, r) determinind arcul mic ÁB şi 
arcul mare AB, vor determina două sectoare de cerc, corespunzătoare celor 
două arce. 

Teorema 2. Sectorul de cere determinat de arcul AÈ al cercului 
(0, r) este o supratață măsurabilă și aria lui este egală cu 


Demonstrația acestei teoreme este analoagă demonstraţiei teoremei 1. 

Numărul o( M) asociat unei suprafeţe măsurabile permite definirea unei 
funcţii o : 5* > R}, care verifică proprietăţile (1)—(3) ale teoremei 1, $ 3, 
cu specificarea că noţiunile de interior, frontieră ale elementelor lui M se 
definesc în mod analog. 

Aplicaţie. Calculul ariei unui segment de cerc 
(intersecţia unui disc [@(O, r)] cu un semiplan 
închis limitat de o secantă a lui 2(0, r)) (fig. 1.35). 

Faptul că segmentul de cerc este o suprafaţă 
măsurabilă se demonstrează ca și în cazul discului. 
Notăm cu Ss, 6; ariile segmentelor de cerc determi- 
nate de arcul mic AB respectiv arcul mare AB 
(fig. 1.25) și lie a= u AOB). Conform teoremei 3 
o(sector mic 48) = c, + o[40B]. 


i- 


2 — Geometrie şi trigonometrie, cl. a X-a 


'Ținind cont de 
a(seotor mic AB) => a. o[40B] = 


2r sin Š +r cos Š 
z DiN a 2 __ sina 
2 2 
obţinem 
2 fi 
5 o, = (a — $in a 
Fig. 1.85. (5) ERE S ( ) 


şi în mod analog 


, 


za : 
cad (27r — a + sin a). 
Notind a' = 2m — a, formula lui o, ia forma (5): 
o, = Z («' — sin a”), 


Observaţie. Se va admite că punctele şi segmentele sînt mulțimi măsurabile și au 
aria nulă. 


Exerciţii 


1. Construiţi un cerc concentric cu cercul dat C(O, r), astfel încît să împartă discul 
[€(0, r)] în două părţi de arii egale. 

2. Suprafeţele hașurate pe figura 1.36, (lunulele lui Hipocrat) sînt determinate de 
semicercurile descrise pe laturile triunghiului dreptunghic ABC. Arătaţi că suma ariilor 
lor este egală cu aria triunghiului ABC. 

3. Din punctul CÇ, situat pe semicercul de diametru [AB], se coboară perpendiculara 
CD, De AB (fig. 1.37). Aria suprafeței hașurate, limitată de semicercuri (secera lui Arhi- 
mede), este egală cu aria discului de diametru [CD]. 

4. Se consideră un triunghi echilateral ABC cu AB = 2a (fig. 1.38). Aria supra- 
feţei hașurate, determinată de cercurile C(A, a), C(B, a), E(C, a) și C(A, 3a), este egală 
cu aria sectorului de cerc, determinat de arcul mic SP al cercului C(C, a). 

5. Să se arate că aria „coroanei circulare“ cuprinse între cercurile e(O, rı) şi C(O, ra) 
(rı < re) este egală cu aria unui disc care are ca diametru o coardă a cercului e(O, r2), tan- 
gentă cercului C(O, rı). 

6. Fie [0A], [0B] două raze perpendiculare ale unui cerc de centru O. Pe arcul mic 
AÈ se iau punctele C și D astfel încît AÒ = ÊD şi tie E, F proiecţiile lui C, D pe OB. Să 


Fig. 1.36. - Fig. 1.87. Fig. 1.35,- 
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se arate că aria suprafeţei mărginite de segmentele [DF], [FE], [EC] şi de arcul CD este 
egală cu aria sectorului determinat de arcul CD al cercului C(O, OA). 


Exerciţii recapitulative 


1. Aria pătratului construit pe tangenta comună a cercurilor, care au ca diametre 
catetele unui triunghi, este egală cu aria triunghiului. 


2. Să se afle aria octogonului regulat înscris într-un cerc de rază r. 


3. Să se arate, folosind arii, că suma distanțelor unui punct variabil, situat în inte- 
riorul triunghiului echiltateral ABC, la laturile lui este constantă. 


4*. Se consideră un triunghi dat ABC și un punct variabil M e (BC). Să se arate că 
între, distanţele z = d(M, AB) și y = d(M, AC) există o relaţie de forma kx + ly =1, 
unde k și Z sînt constante. ; 


5. Fie M şi N mijloacele laturilor [BC] și [4D] ale patrulaterului convex ABCD şi 
{P} = AM N BN, {Q} = CN N MD. Să se arate că aria patrulaterului MQN P este egală 
cu suma ariilor triunghiurilor ABP şi CDQ. 


6. Într-un pătrat de latură 1 se uneşte mijlocul fiecărei laturi cu extremitățile laturii 
opuse. Să se afle aria octogonului interior convex care se formează în acest fel. 


7. Diagonala [BD] a paralelogramului ABCD se împarte prin punctele M, N în 
trei segmente congruente. Să se arate că AMCN este un paralelogram şi să se calculeze 
raportul dintre o( AMCN] şi cl ABCD]. 


8. Se dau punctele A, B, C, D astfel încît AB N CD = {P}. Să se afle locul geometric 
al punctelor M astfel ca o[ ABM] = [CDM]. 
Indicatie. Problema revine la determinarea locului geometric al punctelor M pentru 


care raportul distanțelor lui M la dreptele AB și CD este o constantă dată. Locul 
cerut se compune din două drepte care trec prin punctul P, din care se scoate punctul P. 


9. Problema analoagă cu problema 8 în cazul AB | CD. 


Capitolul. II 


Aplicațiile trigonometriei în geometrie 


Geometria este una dintre disciplinele matematice în care trigonometria 
îşi găsește aplicaţii imediate, dat fiind că între aceste discipline există o împle- 
tire strinsă (geometria a fost utilizată într-o măsură considerabilă în elabo- 
rarea trigonometriei). $ 

Dacă ABC este un triunghi, numerele a = BC, b = AC, c= AB, 


A= u(Â), B= u(8), (> u(C) se numesc elementele triunghiului ABC. 

- Dacă a, b, c, A, B, C sint elementele triunghiului ABC, aceste numere sînt 
elementele oricărui triunghi congruent cu ABC. Triunghiurile congruente 
avind aceleași elemente, le considerăm egale sub aspect metric. 

Problema principală a capitolului de faţă constă în rezolparea metrică a 
triunghiului adică în determinarea tuturor elementelor sale, cînd se cunosc 
trei din ele, De menţionat, este faptul că, deoarece în orice triunghi ABC, 
A+B+C =, printre cele trei elemente cunoscute figurează neapărat 
lungimea, unei laturi. 


ŞI. Coordonate polare în plan 


„În sistemul de coordonate din plan de reper (0, A, B), fie punctul 
P(x, y) diferit de originea O(0, 0) a axelor de coordonate. Dacă notăm cur 


distanța OP, atunci r = |/ £? } y?. Deoarece P + O, rezultă r + 0. 
Punctul M i z] este situat pe cercul unitate C =@(0, 1). Într-adevăr 
r r 


r? 


oM? SPELE a VA OM T 


Rezultă că M este punctul de intersecție al semidreptei (OP cu cercul 


unitate C. 
Deoarece M € C, există numărul unic t € [0, 27), astfel. încât 
= cos î, Y = sint. 
7 r 
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Aceste epalităţi se pot scrie sub forma 


(1) 


Dacă P = 0, adică z = 0, y =0, atunci r = OP = 0 şi formulele (1) 
sint valabile, oricare ar fi i € [0, 27). 

Se observă că atit numerele (x, y) cit şi numerele (r, £) determină poziția 
punctului P în: plan. 

Numerele (r, £) ce intră în formulele (1) se numesc coordonatele polare ale 
punctului P; r se numeşte raza polară a lui P, iar t se numește argumentul 
polar al lui P. 

Dacă se cunosc numerele æ, y, nu ambele nule, coordonatele carteziene 
ale punctului P, raza polară r a lui P se determină din r = Va, iar 
argumentul polar se determină din una din egalităţile (1), ţinindu-se seama 
de cadranul în care se află punctul P. Dacă z # 0, putem folosi şi formula 


[| a =r cost, 
y= r sint. 


2 =, 
(2) wim 
deci în acest caz 
(2”) t —“aretg Y. + kr, 
Ei 


unde k = 0 dacă P(x, y) se află în cadranul I, k = 4 dacă P este în ca- 
dranul II sau III şi k = 2 dacă P se găsește în cadranul IV ( deoarece 
arctg A e(-3, 7)): 

Dacă x = 0, y = 0, avem r = 0 și argumentul polar este nedeterminat. 

Exemple. Să se determine coordonatele polare ale punctelor: 

a) P(5, 0); b) Q00, —8); e) R(4, 3); d) 8 (3, —1). 

Soluţie. a) r = V 52 2 02 =5. Punctul P fiind situat pe semiaxa absci- 
selor pozitive, rezultă ż = 0. Așadar coordonatele polare ale lui P sînt (5, 0). 

b) Punctul Q(0, —8) fiind pe semiaxa ordonatelor negative, rezultă 


c= = ur 4 
c) Avem r =5 şi 12 t = = Deoarece R(4, 3) este situat în cadranul I, 
rezultă t = arctg Z zæ 0,645 
d) În acest e r= 2i gt == VE: . Punctul S fiind situat în 
cadranul IV, rezultă t = — A + 2r = = A 
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Fig. 11.1. 


În figura II.4 sint reprezentate 
cazurile c) şi d). Pe cercul unitate a 
Play] | fost marcat punctat arcul care are 
T2 lungimea ż (în cazul c)). 

1 De reținut este faptul vă atunci 
cind punctul. P(z, Y) are ordonata 


Îi A E 3. tat strict pozitivă, adică y >0 numărul i 
a reprezintă măsura în radiani a unghiu- 
N 
lui AOP (figura II.2). 
| Fig. II.2. 


Exerciţii 


1. Să se determine coordonatele polare ale punctelor: a) M(6, —8), b) N(—3, —4), 
c) P(0, —5), d) @ (1, /3), e) R(—2, 1), £) S(—3, o). 
2. Să se determine coordonatele carteziene ale punctelor de coordonate polare: 
a) ( „IEN SA (e 2 — arcsin 2): c) (2 ij d) (5, m). 
3 13 3 


8. Să se determine coordonatele polare ale punctelor situate pe dreapta de ecuație 
3x — 4y = 0, care au distanţa la originea axelor de coordonate egală cu 2. 


$ 2. Teorema sinusurilor și teorema cosinusului 


Vom stabili în continuare două relaţii fundamentale între elementele 
unui triunghi, care vor permite rezolvarea metrică a triunghiului. 

Pentru simplificarea limbajului facem următoarele: convenţii: numerele 
a, b, c le vom numi laturi, iar numerele A, B,C unghiuri ale triunghiului ABC. 


Teorema 1 (Teorema sinusurilor.) În orice triunghi ABC 
avem: 


(2) : RY e m, 
| sin A Di PE ra sin C 
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Demonstraţie. În planul triunghiu- 
lui ABC (figura, 11.3), alegem un sis- 
tem de axe de coordonate cu originea 
în punctul A, dreapta AB, axa abscise- 
lor şi dreapta perpendiculară în A pe 
AB, axa ordonatelor. Sistemul a fost 
ales în aşa fel încît abscisa lui B și ordo- 
- nata lui C să fie numere strict pozitive. 

Dreapta paralelă prin A la BC se ` Fig, I8. 
ińtersectează cu paralela prin C la AB, 


~ 
în puuetul D. Înseamnă că ADe BC =a, iar unghiurile BAD şi ABC 


fiind suplimentare, rezultă (BAD) =A B: 

Utilizind formulele (1), $1 ordonata punctului C este yc = b sin A, iar 
ordonata punctului D este yp =a sin (m — B) =a sin B. Punctele C şi D 
fiind pe aceeaşi paralelă la axa absciselor; au ordonatele egale. Din yc = Yp 


rezultă b sin A = a sin B sau 
a b 


sin A sin B 


În mod analog avem a sin C = ¢ sin A de unde rezultă imediat egalită- 
ţile (2). 7 

Teorema 2. Dacă numerele striet e cind Zi bi, Cu Au Bu Ca veri- 
fică relaţiile 


a i? me m :0a 


(2) „4 sin Aa = sin B, sin C, i 
Aa +B: +C =m, 
atunei există un triunghi ABC ale cărui elemente. sînt respectiv cele șase 
numere date. 
Demonstraţie. Deoarece din a doua relatie (3) rezulta Bı + Ca <T, 
putem ai un triunghi ABC, astfel ca BO as, u(â) = Bu, (0) = 


Atunci u(4) = m — B, — Ca = Aa şi din teorema sinusurilor deducem: 
Ga AMN CARI AB 
sin A, “sin B, sin 0, a 
Comparind cu prima relaţie (3), rezultă CA = bu AB =c. 
„Aplicaţii. 1. Să se arate că triunghiul în care 


sin? B + sin? C = sin?A 


este. dreptunghic. 
Soluţie. Aplicind teorema sinusurilor, din 
a b c 


E AE A a 
sin A sinB  sinC 


= 3 
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rezultă: sin B = Č „sin C =Å, sin A = i Înlocuind în relaţia din enunţ, 
m m 
se obține 
b? 4 02 = q2 
şi conform reciprocei teoremei. lui Pitagora, triunghiul este dreptunghic. 
2. Să se demonstreze că triunghiul A BC în care 


aan, A €[£, a), 


este isoscel, 


Solaţie. Coniorm teoremei sirusurilor şi relaţiei date, se obţine sin A = 


= 2 sin B sin 5 , de unde cos S = sin B sau sin B = sin eas ; deci 


B= "A sau Bia a A A 
i PA a SI 
În primul caz C ee A e e a E El = B şi triun- 


ghiul ABC este isoscel. 


Cazul al doilea nu este posibil deoarece A+ B = mte E [x, 27), 


oricare ar fi A € i z): 


Teorema 3. (Teorema cosinusului.) În orice triunghi ABC 
avem: 


(4) e| a2 = 0t 4e — dbe cos 4 | 


Demonstraţie. Se ia un sistem de coordonate cu originea în virful A al 
triunghiului ABC, axa absciselor dreapta AB și axa ordonatelor dreapta 
perpendiculară în A pe AB (figura 11.4). Sistemul a fost ales pstfel ca abscisa 
lui B şi ordonata lui C să fie numere pozitive. Punctul B are coordonatele 
(e, 0), iar punctul C, conform cu (1), $ 1, are coordonatele (b cos A, b sin A). 


Aplicind formula distanţei dintre două puncte rezultă: 

BC? = (c — b cos A)? + (b sin A)? = b? + 02 — 2be cos A. 

Dar BC? =a? şi teorema este demon- 
strată. 

Formula (4) rămine adevărată dacă 
schimbăm pe a în b, pe b în c, pe c în a, 
pe A în B, pe B în C şi pe C în A, 
adică avem: 

(4) b? = c2 + a? — 2ca cos B, 
Fig. 11.4 (4”) c? = a? + b? — 2ab cos C. 
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Relaţia (4) s-a obţinut din (4) prin așa-numita permutare circulară; tot 
așa s-a obţinut (4”) din (4). În general, dacă o relaţie între a, b,c, A, B, C 
este adevărată pentru orice triunghi, atunci sint adepărate şi relaţiile deduse din 
ea prin permulări circulare. 


Teorema 4. Dacă numerele strict pozitive a,, bi, ci şi A € (0, x) 
satisfac relația 

(5) a? = b? c? — 2byca COS Aa, 
atunci există un triunghi ABC eu 


BE = au CA bi AB = oi ud) = A. 
Demonstraţie. Se poate construi un triunghi ABC, astfel ca CA = b. 


AB =c, u(â) = As. Aplicînd teorema cosinusului în acest triunghi, se 
obţine: 
BC? = b? + c2 — 2bca cos Aa 
şi comparind cu (5), rezultă BC = a. 
' Aplicații. 1. Să se arate că triunghiul ABC este dreptunghic în A dacă 
şi numai dacă 


cos B + cos C = ŻE. 


. 


a 
Soluţie. Dacă A = 2, cos i Pr oos sep Ab ini bete 
a a 


Mai rămîne de demonstrat că: 


cos B + cos C = t 4 =. 


a 
Din teorema cosinusului rezultă: 


2 si pa hd 2 2 __ o2 
+e b şi Cone ed +b oin 
2ac 2ab 

Înlocuind în relația dată se obține: 


cos B = 


2 A 07 2 2 EP 
eaae tiaraa egna a n S Atel da a ÎL pă, 
2ac 2ab a 


relație care caracterizează triunghiul dreptunghic. 
2. Să se arate că, dacă a = 41, b = 28 şi c = 15 triunghiul ABC este 
obtuzunghic. À 
Soluție. Numai unghiul opus laturii de lungime mai mare poate fi obiuz, 
Din 
b2 + c? — a? 


A 
cos Á = === 
n 2bc 


deoarece A. E (0,7) şi cos A <0, rezultă A € (e, z). 


Deci triunghiul este obtuzunghic. 
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Exerciţii 


1. Să se arate că în orice triunghi ABC avem: 
a) b cos C + c cos B = a; 

b) b cos B + c'cos C = a cos (B — C). 

2. Să se arate că în orice triunghi ABC avem: 


gta 
a) bcos C — ecos p= 70 3 


b) 2(bc cos A + ac cos B ni cos C) = a? + b? + ¢?, 
8. Folosind teorema cosinusului, să se arate că 
; ama = 2(b2 + c?) — az, 
unde ma este lungimea medianei corespunzătoare laturii de lungime a. 
„ Să se arate că triunghiul ABC în care 
a+c 
b 


= ctg Ž, 


este dreptunghic. 
5, Să se arate că, dacă în triunghiul ABC avem ctg A + ctg B = 2 ctg C, atunci 
a? +b? = 2c2, 


§ 3. Rezolvarea. triunghiurilor 


În continuare ne ocupăm cu rezolvarea metrică a triunghiului în diferite 
cazuri. 

Cazul L.U.L. Se dau două laturi şi unghiul cuprins între ele, de exemplu 
a, d, C. - 
În acest caz triunghiul poate fi construit, deci existența lui este asigurată. 
Teorema L.U.L. ne arată că, privită metric, problema dată are soluție unică. 

Elementele necunoscute se determină astfel: din 


i c? = a? + b? — 2ab cos C 


se determină c, iar A se află din teorema sinusurilor. 

Cazul U.L.U. Se dau o latură și unghiurile alăturate ei, de exemplu a, B,C. 
În acest caz triunghiul A BC există dacă şi numai dacă B +C < r. Unicitatea 
soluției rezultă din teorema U.L.U. 

Numerele b şi c se calculează cu ajutorul teoremei sinusurilor, ştiind că 
A= rB 

Cazul L.L.L. Se dau cele trei laturi a, b, c. 

Din geometrie se ştie că triunghiul ABC există dacă şi numai dacă 
a<bto, b<eta şi e<a+b. 

Numărul A se calculează din 

(4. cos A = i aT A 

x 2be A 

iar numărul B, în mod analog sau din teorema sinusurilor. 
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Condiţia de existenţă se poate obţine și cu ajutorul teoremei 4, $ 2. Într-adevăr, 
pentru numerele strict pozitive a, b, c, avem 


bhot ae % Jb- eta) e 

+c2—ai —c—a —c+a)<0 

— 1 <1 

2be ep d Lie ac 
j b+e>a. 


Așadar există A, verificînd formula (1) dacă și numai dacă a + b >c, b +c >a, 
c+a>b. 


Cazul L.L.U. Se dau două laturi și unghiul opus uneia din ele, de exemplu 
a, b, A. 

În acest caz, ținind seama de teorema 4, § 2, triunghiul ABC există dacă 
şi numai dacă ecuaţia 

(2) a? = b? + c2 — 2bc cos A 
cu necunoscuta c are cel puțin o soluție strict pozitivă. 


Problema are două, una sau nici o soluție după cum ecuația (2) admite 
două, una sau nici o rădăcină strict pozitivă. 
Rezolvarea și discuția cazului se poate face și pe baza teoremei 2, $ 2. 


Exemple. 1. a = V2, b = Ê, Ba 
Soluţie. Din b? = a? + c? — 2ac cos B, rezultă 
c2 — 2c — 2 = 0. 


Această ecuație-are unica rădăcină pozitivă c = 4 + |/3, deci există o 


singură soluție. Din cos A = EEEL, rezultă cos A = rr „deci A = F 
şi C =r — Asii Bea 
12” 
2. b = V5, c = VT], B = arc cos m, 


Solutie. Din teorema cosinusului, rezultă 
a? — 8a + 12 = 0. 

S-a obținut o ecuație cu soluția a = 2 și ag = 6. Cu aceste dei există două 
triunghiuri. 

Dacă a, = 2, atunci C, =r — arccos AVE, Aı =r — Cı — B. 

Dacă a = 6, atunci C, = arccos PL ,ı Å = T — Ca — B. 

Din tabele sau cu' ajutorul Oon găsim 

C arccos 0,894 22 0,46 şi Ci =m — Ca 3,414 — 0,46 = 2,68, adică - 


m(Ĉz) = 26°30” şi m(Â,) = 163°30'. 
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Aplicații. 1. În cazul L.L.L., determinarea lui A în funcție de a, b, c se 
poate face şi folosind una din formulele. 


oja e PAL = piesa) pie — a) ET (=b) (p=) ena, 
2 i 


unde 2p =a +b +c. 
Într-adevăr din teorema cosinusului rezultă 


(i 


2 2 — qa? 
cos A = crt EOR ES Aja 
3 2be 
Dar cos? £ = 1 e Înlocuind se obține: 
2 pa Et 
rA iag? +e a _bbrera)bb re a) 
2 2be s 4be 


Din SA li rezultă a +b + c — 2a = 2p — 2a. Deci 
si sg il 


b-+e—a = 2(p — d) şi cos? 
be 


Ultima egalitate scrisă este 
echivalentă cu prima SE din enunţ, deoarece AE(0, m) și cos A z >O 


A doua egalitate din enunț se demonstrează pornind de la sin? a = 


= a şi făcînd calcule similare cu cele de la demonstrația primei 


egalități. 
Rămine ca exercițiu să se scrie formulele analoage cu (3) pentru cos 2, 
[24 AB TiC 
cos —, sin —, sin —. 
2 2 2 
2. În “orice triunghi ABC avem: 


(4) l, iei __2be A p 


COS — >» 
b+e 2 


l, fiind lungimea bisectoarei unghiului Ai 


Soluţie. Fie D punctul de intersecţie al biseâtoarei unghiului Â cu latura 
[BC] (fig. 11.5). Aplicînd. teorema bisectoarei se obţine 


A BD = —. 


În triunghiul ABD, conform teoremei 
sinusurilor, rezultă; 


B D c ; sin B 
Fig. 11.5. 
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Înlocuind pe BD se obţine relaţia de demonstrat. 
În mod analog avem: 


2ac B l 2ab C 
2 4. fe 


008 


Il 


l, = 
b + e 


Exerciţii 
1. Să se determine toate elementele triunghiului ABC știind că: 


a) a = 14, c= 13, B = arccos Š; b) b= 15, A = arccos Z, O = aros Š; 


Oa Sa O S Eo ena 0) a = 5.016, 20, == arocoB, îi 


àa =V/2,5=24=3 ; f)a= 5, b= 7, A = arccos 2/0; 


ga= t, b= AE, 


2. Să se determine elementele necunoscute ale triunghiului ABC fiind date: 
a) A, Bșip; } 
b)a+b=m, A şi B; 
c) a, A ṣi b — c = d. 
8. Să se arate că în orice triunghi ABC avem: 

A— B C a 


aj i 
ti = teorema tangentelor). 
ga tg pia ( g ) 


4. În triunghiul ABC se dă m(Â) = 60° și Ab + 3. Să se calculeze tg i 
c 


și unghiurile B şi C. ` 

-5. Într-un patrulater convex ABCD se dau: AD =7(V 6 — V2). CD = 13, 
BC = 15, C = arccos ȘI D= E -+ arccos ` . Se cer celelalte unghiuri ale patru- 
laterului și AB. 


$ 4. Formule pentru aria triunghiului 


Fie S aria triunghiului ABC. Avem mai întii formulele (Cap. I, $3, 
teorema 2): A 


(1) 2S = aha = bh = cho 


unde ha, he, he sint înălțimile triunghiului. 
În triunghiul ABC (fig. II.6), fie ha = 
= AD. Din triunghiul dreptunghic ADC 
deducem ha = b sin C, deci 
(2) oras ab sin C D 


2 Fig. 11.6. 
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Formula (2) se citeşte astfel: 


Aria unui triunghi este egală cu jumătatea produsului a două laturi 
înmulţit cu sinusul unghiului dinire ele. 
Din (2) rezultă: 
S= BeZ E cos L = aban coat 
2 2 2 2 2 


şi ţinind seama de formulele (3) de la $ 3, găšim formula lui Heron: 


(3) ©- S=V Pp- ap- bp- o. 
Exprimind pe b din teorema sinusurilor și înlocuind în (2), se găsește: 


2 sin B sin C 
(4 (Saab n BI), 
(4) „2sin A 


Scrieţi formulele analoage cu (2) și (4), care se obțin prin permutări cir- 
culare. 


Aplicaţie. Aria suprafeței poligonale determinată de un poligon regulat 
cu n laturi este dată de: 
(5) Si == LR n 25 
2 n 
unde R este raza cercului circumscris poligonului. 


Soluţie. Fie AB =l, lungimea laturii poligonului regulat (fig. 11.7), 
M mijlocul laturii [AB] și O centrul cercului circumscris. Avem 


Sn =n: o[AB0] = n POM ec 


Dar (408) = =, deci u(40X) =^, Înseamnă că l, =2Rsin Ž şi 
n 


OM = Roos Ž. sefa se e der formula (5). 
n 


Exerciţii 


1. Să se calculeze aria triunghiului ABC atunci cînd: 


'a) a = 17, B = arcsin 28 „ C = arcsin B; 
25 13 


A A 
b) b = 2, m(4) = 135°, m(C) = 30%; 
0) a= 70080 6) 
d) mA =480 9 A o 6. 
A AM B 2. Cîte triunghiuri distincte sub aspect metric există 


astfel ca 
Fig, 11.7. A G 149, OE 242 
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9. Să se afle aria triunghiului ABC dacă: 


= A =- 
a=V 6, m(4)= 60, b+ec=3+/3. 
4. Să se afle aria patrulaterului din exerciţiul 5, § 3. 


| 5. Dacă S este aria poligonului regulat cu n laturi, să se calculeze : Sg, Su, Se Ses 
Sia Și S2 în funcţie de R, raza cercului circumscris poligonului. 


6*. Să se calculeze aria poligonului regulat ABCDE... M înscris în cercul de rază R, 
știind că 


$ 5. Raza cercului circumscris și raza cercului înscris în triunghi 


Teorema 1. în oriee triunghi ABC, raza R a cercului circumseris 
se exprimă prin 


a b c 
= = = . 
2 sin A 2 sin B 2 sin C 


(1) 


Demonstraţie. Triunghiul ABC are un unghi ascuţit, fie acesta Â. Notind 
cu D punctul diametral opus lui B în cercul circumscris triunghiului (fig. 11.8), 


A pi AR 
avem: A = BDC şi m(BCD) = 90%. Așadar 


A [N 
nA sa DE E Aea 
BD  2R 
şi se obţine prima egalitate (1). Celelalte rezultă din teorema sinusurilor, 
Egalităţile (1) scrise sub forma 
(2) (i Raid, Gena te 2R 


sin A sinB sinC 


le utilizăm în continuare sub denumirea 
de teorema sinusurilor. 


Teoreme 2. În orice triunghi 


ABC, raza r a cercului înscris se exprimă 
prin 


Fig. 1.8. 
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h : Demonstraţie. Punctul I de intersecție 
al biseotoarelor (fig. 11.9) este centrul cer- 
cului înscris şi este situat în iter 
triunghiului. 

Înălțimile triunghiurilor ZAB, IAC, 
IBC sînt egale cur, iar suma ariilor acestor 
trei triunghiuri este egală cu S, adică 


Fig. 11.9. 
E de_unde rezultă rosia (3). 


Aplicaţii. 1. Să se arate că pentru raza R a cercului circumscris triunghiu- 
lui avem şi formula 


_ ale 
4) îi 
Soluţie. Ținind seama de teorema 1 şi de formula (2), § 4 se obţin succesiv: 
c abe abe 


2sinC  2absinc AS 
2. În orice triunghi ABC avem 

r = 4R sin A sin £ nE. 

2 2 2 

Solutie. Aplicind formulele (3), § 3 se obține: 


— = aes 2 
sin 2 sin 2 sin S s PPP L TLS pL, 


de unde rezultă. relaţia cerută. 
3. În orice triunghi ABC există relația 
: S = 2R° sin A sin B sin C. 
Soluţie. Folosind formula (4) avem: i 


__ ae _ 8R’ sin A sin B sin C 
4R 4R 


= 2R? sin A sin B sin C. 


Exerziţii 


1. Să se arate că în orice triunghi ABC avem: 


ar=tp-ate 4; 5) S= plp — a) tg £; 


Ci a Ro d doi 2 a Ce d) pi 22 A E din D 
2 2 2 2 2 2 


32 ’. 


e) mă = R?(sin?A + 4 cos A sin B sin C); f) ha-= 2R sin B sin C. 
2. Dacă 7 este centrul cercului înscris în triunghiul ABC, să se arate că 


Ap a Rain e sin E 
2 2 


3. Să se demonstreze teorema 1 din acest paragraf utilizind metoda analitică. 


§ 6. Aplicaţii practice 


Multe probleme topografice (de întocmire a planurilor porţiunilor de 
teren) au ca model rhatematic rezolvarea triunghiului. Dăm citeva exemple. 
1) Distanţa dintre două puncte accesibile, între care se află un obstacol. 
_ Pentru a calcula distanţa de la A la B (fig. 11.10), se alege un punct C din 
care se văd punctele A și B. Cu taia unor aparate, prin măsurare, se 


obţin numerele AC =b, BC =a, AC = C. Distanţa de la A la B se 
calculează din triunghiul ABC: 


AB? = a? + b? — 2ab cos C. 


2) Distanţa dintre două puncte inaccesibile. Pentru a calcula distanţa de 
la A la B (fig. 11.11), se aleg două puncte C și D din care se văd punctele A 
şi B şi astfel ca distanța CD să se poată i ac a 


ie oi a se obţin numerele: CD = GA u(4CB) == y (BCD) = == b, 


u(ÁDÒ) =y; u(ĂDĂ) = = è. 
Din triunghiurile BCD respectiv ACD se obțin: 


= ` 


_ _asin (y + è) A __ asiny 


B 
* sin (B -+ y + 8)” sin (a FBF Y) 


Distanţa dintre punctele inaccesibile A şi B se obține din triunghiul ABC, 
cunoscîndu-i două laturi şi unghiul cuprins între ele. 


Fig. 11.10. Fig. 11.11. 
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3 — Geometrie și trigonometrie, cl. a X-a 


ji 


aN E EATA ET LEENI 
It 
MIN AAE e ie 


Fig. 11.12. 


3) Determinarea înălțimii unui turn inaccesibil, situat pe un deal. Fie 
turnul marcat prin segmentul [AB] (fig. 11.12). Alegem un punct accesibil C 
şi lucrăm în planul determinat de punctele A, B, C. Luăm încă un punct 
accesibil D € BC şi notăm cu Æ punctul de intersecţie al verticalei prin A 
cu orizontala prin D. 

Prin măsurători se obţin: 


Pan Pas Ps 
CD = a, (EDB) =, (ADB) = 6 şi (ACB) = «. 
În triunghiul ACD, avem: 


AO eL vieti Aa alu te EEE Baa 

sinB sin(a — ß) sin (x— 6) 
Din triunghiul ABC se obţine: 

il eg E e My | tpar 

sina sin (= e °) cos e 
Aşadar 

Deg sin g sin ß 
sin (~ — ß) cos p` 
Exerciţii 


1. O persoană care se află pe malul unui rîu vede un arbore de pe malul opus sub 
un unghi de 605, iar cînd se depărtează cu 20 m de la mal vede arborele sub un unghi de 
15%. Să se calculeze înălţimea arborelui şi lăţimea rîului. 

2. Ne aflăm pe malul unui rîu, care nu poate fi traversat și vrem să măsurăm distanţa 
dintre doi copaci A şi B situaţi pe celălalt mal. În acest scop, se măsoară distanța de 30 m 
dintre două puncte C și D situate pe malul nostru şi următoarele patru unghiuri: 


~ ~ ~ Pană A 
m(ACD) = 120%, m(BCD) = 60%, m(BDC) = 105%, m( ADC) = 30°. Care este distanţa de 
la A la B? 

Exerciţii recapitulative 
1. Folosind teorema sinusurilor, să se arate că într-un triunghi unei laturi mai mari 


se opune un unghi mai mare. 
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2. Să se arate că în orice triunghi ABC avem: 


a cos Á — b cos B 
cos C = 0, a £b. 
a cos B — b cos A G E 
sin (A — B) sinC 
1 + cos (A — B) cosC  a”4 b? 
c*) (a + c) cos 2 + b cos (A + S) = ecos y COS — e 
z 4 Sa 2 4 


2 Æ a. Să se arate că 


a? — b2 


8. În triunghiul ABC, m(4) =45°, AB =a, AC =~ 
tg B = 2. 
4. Fie A’, B’, C’ punctele de tangenţă ale cercului înscris unui triunghi ABC cu 
laturile acestuia. Să se arate că î 
o A'B'C”] r 
o[ABC] 2R“ 


5*, Să se arate că în orice triunghi ABC 


ITA a 
sin — < —-—. 
2 2/W/be 


6. Să se rezolve triunghiul ABC, cunoscîndu-i elementele A, B și aria S. 
7. Să se rezolve triunghiul ABC cunoscind a = 13, A = arccos £ şi mediana 


corespunzătoare laturii a, ma = = V 1518. 


i și R = Sr, 


8. Să se calculeze unghiurile triunghiului ABC ştiind că B — C = 


unde R şi r sînt respectiv razele cercului circumscris și înscris triunghiului. 


Capitolul III 


Aplicațiile trigonometriei în algebră 


În clasa a IX-a s-au introdus numerele complexe și operaţiile cu ele. 
Aceste numere au aplicaţii variate în geometrie, mecanică, fizică, electro- 
tehnică etc. Pentru a ușura anumite calcule, vom defini forma trigonometrică 
a numerelor complexe. Reamintith că mulţimea numerelor complexe se notează 
cu- = {x+ iy| z, y ER, = — 1}. 


§ 1. Forma trigonometrică a unui număr complex 


Să considerăm un sistem de coordonate în planul P, reperul fiind (Ô, A, B) 
(fig. III.1). Fiecărui număr complex z = æ +iy(æ,y E R) îi asociem un 
punct unic M € P de coordonate (z, y), față de reperul ales, numit painea 
numărului complex z. 

Am definit în acest fel o funcţie bijectivă f : 0 > P. Dacă imaginea lui 
z= æ + iy este punctul M, atunci numărul complex z -se numeşte afizul 
punctului M. 

Dacă coordonatele polare ale punctului M sint r şi t*, atunci conform 
formulelor 


æ =rcos t*, y = rsin 1%. 
((1), Cap. II, $ 1), numărul complex z = x + iy se scrie: 
(1) z =r (cos t* + isin ţ*), r > 0, t* E [0, 27). 
Deoarece r = OM = Va F y? şi 
|z| = V x? + 2, rezultă că 
(2) ral 


?=argz f rpa ze Ale 
j deci raza polară a imaginii lui z este ~ 


egalä cu modulul lui z. Argumentul 
A(1,0) polar ¿* al imaginii lui z se numește 

argumentul redus al lui z şi se notează 
Fig. IMI. cu arg z. 
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În concluzie, orice număr complex z poate fi scris sub forma (1), numită 
forma urugonometrică a lui z. Dacă 240, modulul şi | argumentul redus ale 
lui z sînt determinate unic. Dacă 2 =0, modulul este egal cu O şi peniru 
argumentul său redus se poate lua orice număr din [0,2m). - 


Dacă schimbăm pe ż* în t* + 2kr, kE Z, formula (1) rămîne valabilă. 
Așadar există mai multe valori ¿ pentru care 

(3) z=r(cost+isint), meS O: 

Se pune întrebarea dacă pentru un număr dat z # 0 formula (3) este adevă- 
rată şi cu valori + diferite de arg z+ 2kr, kE zZ. 

Fie numărul z + 0, scris sub forma (3). Se ştie că oricare ar fi numäru] 
real ż¿, el poate fi scris ca t; + 2kr cu t, €[0, 27) şi kE Z. Din (3) rezultă z = 
= r[cos(tı + 2kr) + i sin (ta + 2kn)] =r (cost, +isint,) de unde r = |zl, 
tı = arg zşi am ajuns la concluzia că t = arg z + 2kr. 

Orice număr real ż, pentru care relațiile (3) au loc, se numește argument 
al lui z. Mulțimea argumentelor lui z se notează cu Arg z. Conform celor ară- 
tate mai sus putem scrie: 

(4) Arg z = {t |t = arg z + 2kr, kE Zy, 
deci diferența a două argumente ale unui număr complex 240 ce un 
multiplu de 2r. 

Exemple. 1. Fie numărul DE. z= 1 — i. Să se determine | z|, ärg z 
şi Arg z. : 

Soluţie. Deoarece z = 1 şi y = —1, imaginea lui z se află în cadranul IV, 


adică ł* = arg z € (2, 27) şi 
r=|z]= V+ P= Vă ter ==: 
deci: 4* = Z (pe fig. III.2, ¿* este lungimea arcului mare 40). Arg z= 
={ + 2 |xez). 
2. Fie z = —i, să se determine |z] şi Arg z. 


Soluţie. |z|=r= V/O02+(—1)2=1. Deoarece z=0 şi y= —1, 
imaginea lui z se găsește pe semiaxa negativă a axei ordonatelor, deci 


ar FIE. i 
gimn S 
Arg z = ŽE + 2hr | kE Z}. 


3. Conjugatul 2 = x — iy al nu- 
mărului complex z = æ + iy, cu y # 
7 0, are argumentul redus 


(5) arg 2 = 2r — arg z 


(fig. 111.3). Într-adevăr, dacă |z | = 
=r şi arg z = 1* atunci Z = r cos {* — 
—ir sin 1*=r [cos (2m — t*) + 
+i sin (2m —1*)], deci 2m — ¿* e 
E Arg 2 și cum 0< 2m —4* < 2r, 
2r — 1* = arg Z. | 

4. Să se scrie sub formă trigono- 
metrică numărul complex z = 4 + 
+ cosa +isina, unde a € (0, 27). 

Soluţie. r = | z | = 

= V (1 F cosa)? F sinta = 
Fig. II.8. | = V {1 F cos a) = 


= 4 cost y = 2 oos =| i dacă tie a 
y 2 25 a mitg 1 + cosa 


era a 
2 sin — cos — 
2 2 


pa îi e Ele RE, k EZ. 


2 cos? Ż 
2 


1° Dacă a€(0, x), atunci 1 + cos a>0, sin a>0, şi imaginea lui z se află 
în cadranul I, deci 


i* e (0, A şi cum r e (o, z) obținem că ż* Fo 


z= 2 cos [cos 4 + isin 2]. 
2 2 2 


2° Dacă a E (n, 2r), atunci 1 + cosa >0, sina <0 şi imaginea lui z 


se află în cadranul IV, deci 1 (= ; 2r). Deoarece Z = (z z) y 


a . 
= > +r ȘI 
a asy a 
z = 2|oos $ |[cos (+ -+ z) +isin(ž +7)]; 

3 Dacă a =, z = 0 şi arg z nu este determinat. | 

5. Să se determine mulţimea punctelor din plan al căror afix 2 verifică 
condiţiile: 

9) [2] g2. 

b) 0< argz< 2, z #0. 
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Tsin Srt 


IN 


Fig. 111.4. : Fig. 11.5. 


a) Dacă z=% + iy, inegalitatea a) este echivalentă cu relația 
Vaz F y? < 2, deci mulțimea cerută este 
(Ma y) | 2? +y? < 4h 
adică discul [@(0, 2)] (fig. 111.4). 
b) Mulțimea căutată este (M(z, y) |x >0 şi 0 <y < 2) = Int 40€, 
unde c (cos $, sin z) (fig. II.5). 


Exerciţii 
1. Să se determine mulţimea punctelor din plan ale căror afixe z satisfac: 


a) |z:]=1;b) n < agas, 3740; 


4 2 
c) argz > ei z#0;d)|z+iļ<2. 
2. Să se afle forma trigonometrică a următoarelor numere complexe: 


a= 5; a = V3 +i, a= —1 +i V3; z= —i; 


z= —2; a=- V2—i VZ; 23 = 3 — 2i, z = 1 +itga, unde ae 


e [e zaf z). 
2 2 
8. Să se determine modulele și argumentele numerelor: z, = cosa — i sin a, z = 
= sina + i cosa, za = sin a + i (1+ cosa), z, = cosa + sin a + i (sin a — cos a), unde 
aeR. 


$ 2. Operații cu numere complexe 
scrise sub formă -trigonometrică 


Operația de adunare şi scădere a numerelor complexe scrise sub formă 
trigonometrică nu prezintă un interes deosebit din punct de vedere al calcu- 
lării (se adună sau se scad părţile reale, respectiv părţile imaginare). 
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Înmulțirea numerelor complexe 
Fie z = ra (cos ti-i sin tı) şi Ze = ra (CoS ta +i sin !2) două numere 
complexe. Înmulţind cele două numere complexe avem: 
Zaza = TaTal (COS fi COS ta — sin fa Sin tə) + 
+ i(sin a cos fa + cos îi sin î2)] = 
= Para cos (fa +t) -+i sin (tı + î2)], deci 


(4) Zaza = Ta [cos (t1 + ta) +i sin (tı + t2)]] 
Rezultă că | zaz2 | = rara, adică 
(2) | ziza | = |z | * lzel, 
Şi îi + ta este un argument al lui ZiZa, deci 
(3) Arg (z122) = {arg zı + arg za +2kr, k € Z} 
sau 
(3”) arg (2122) = arg zı + arg 22 — 2kr, 


unde k €{0, 1) se alege astfel ca membrul II să aparțină intervalului [0,27). 
Astfel am arătat că: : 

Modulul produsului a două numere compleze este egal cu produsul modu- 
lelor celor două numere, iar un argument al produsului este suma a cîte unui 


argument al numerelor date. : 
Dacă zı = 0 sau za = 0, argumentul respectiv nu este determinat, dar 


atunci Z123 = 0 şi nici arg (2122) nu este determinat. 

Rezultă interpretarea geometrică a produsului zz>: dacă M,, Ma sint 
imaginile lui za, za și P}, P3 intersecțiile cercului 2(0, 1) cu (04, (OM, 
se ia arcul P,P; = AP; în sensul creşterii argumentelor și se determină 
punctul M€ (0P; astfel ca OM, = 0M,: OM. Atunci M, este imaginea 
lui zzz (fig. 111.6). 

i Arătaţi că AOA M, ~ AOM,M;. 

Formula (1) se poate generaliza pentru 
n numere complexe: Dacă 

Zi = Tı(cos tı -+ i sin (1), za = ra(cos ta+ 
P SID (3), eee Za = Ta(008, a E 
© +i sin ta), atunci 
(4) Zaza +... Zp = 
"= T2 teet FAlcos (fa + t2 +- F tn) + 
+i sin (tı + t+. Fin) 

Demonstrați formula (4) prin inducție 

Fig. 11.6. matematică! 
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Exemplu. Să se determine modulul şi argumentul redus al produsului 
(—41 +i 13) (2 — 2i). 
Soluție. zı = —1 +iV/3=2 (cos 22 + sin) și Z2=2—2i= 


=2 Va(cos “E + i sin sal deci 


aL cea 20 N E e | 27 20 | 
zuza = 4V 2 [eos 3 + ati sin : + A ]= 


Astfel | zzz |= 4/2 şi arg ziza = mE — 2r = =. 


Ridicarea la putere a unui număr complex 


Fie z= r (cost + i sin î) un număr complex și n EN*. Aplicind formula 
(4) în cazul zı = za = ... = Zn = 2, obţinem 
zh =r. r». ricos (t +t +. +t) +i sin (t +t +.. += 
E ROMA n ori n ori 
= r” (cos nt +i sin nt), adică 
5) z” =r” (cos nt +i sin nt) | 


Se observă, că 
|2* | = |z|” şi Arg z? = (n arg z + 2kr |k E Z}. 
Exemplu. Să se calculeze (4 — i)”. 
Soluţie. Forma trigonometrică a numărului z = 1 — i este z = 
=V2 [cos T +isin m , deci aplicînd formula (5) avem z21 = 212 (cos 427+ 


+ i sin 42m) = 212 (cos 0 + i sin 0).= 22, 
În cazul r = |z | = 4 formula (5) ne dă 


(6) | (cos t +i sin t)” = cos nt +i sin nt 


Formula (6) valabilă pentru orice n E N*, se numeşte formula lui Moivre. 
Aplicație. Folosind formula lui Moivre putem afla formule pentru cos 3t 
şi sin 3ż. Avem în virtutea lui (6): 
(7) (cos t +i sin t)? = cos 3t +i sin 3t. 
Calculind direct putem scrie 
(cos t +i sin 4)? = cos? t + 3 i cos? t sin t + 3i? cost sin? t + i? sin?t = 
= cos? 4 — 3 cos t sin? t + i (3 cos? t» sin t — sin? t). 
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Ținind seama şi de (7) se obţine: 
cos 3 = cos? t — 3 cos t sin? t = 4 cos? t — 3 cost 


sin 37 = 3 cos? t sin ż — sin? t = 3 sin 1 — 4 sin? £. 


Împărțirea a două numere complexe 


Fie zı =ra(cos t +i sin t) ŞI Za =r(cos t +i sin tə) 3 0 două 
numere complexe şi 
(8) A = z =r ( cos t + i sint). 
i Za 
Atunci zZ% = 2, degi conform formulelor (2) şi (3”) 
TTa=Ta Și t +t, =t, + 2kr, unde k € Z. 
Aşadar l 


T = A și t= (f1 — ta) + 2hr, kEZ 
2 


şi înlocuind aceste valori în (8) obținem 
(9) Z = [cos (ti — t) +i sin (f1 — ta) ]. 
Za Ta 
Putem scrie: 
(10) ia At Arg & = farg 21 — arg za + 2kr |k EZ}. 
Za | zal Za 
Astfel am arătat că: 

Modulul citului a două numere complexe, diferite de zero, este egal cu cîtul 
modulelor celor două numere, iar un argument al cîtului este diferența a cîte 
unui argument al numerelor date. 

Din construcţia imaginii produsului rezultă şi construcţia imaginii cîtului. 


Pe figura II.7 M,, Mi; Q sint respectiv imaginile lui z1, za, 4+. 
. z 

` Exemplu. Să se determine modulul și 

argumentul redus al numărului z= „(1 +° 


TE 


Soluţie. 
= Ti pe cola EA R 
3 ud e 
[v (cos 7 + isin £)] 
Am ae ea ANES 
2 pata ESA 
[2 (s +isin E ) 
24 (cos 2m + i sin 2x) 


23 | cos ai + isin Aia 
2 2 


Vă = 


Fig. 11.7. 
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=2 [eos (— 7) +i sin = Ni = 2 (cos $ +i sin z = Al, 


Astfel | z | = 2 și arg z= = 


Exerciţii 


1. Să se calculeze produsul (2/3 + 2i) (—1+i)(—1—i//5) sub formă tris 
gonometrică. 
2. Să se determine modulele și argumentele reduse ale următoarelor numere complexe: 


a) @+iVT); b) (ori o) C f 
E a 
PATES ja (R C s A 


rE TAAN 

9 f E) A 

9. Să se calculeze: 

a) (—1+iV/3)% b) Ca l ra 


c) (1 — cosa + i sin a)®, a € R, n e N*. 


12 
i 


4. Ştiind că z + ts 2 cosa, ae R, să se calculeze 
z 


E 
gn 
5. Să se demonstreze că formula lui Moivre este adevărată și în cazul cînd n este un 
număr întreg negativ. 
6. Să se demonstreze > 
( iile j= hien ter- (ui DRERI ez şine. 
1—itgt 1—itgnt 2 


$ 3. Rădăcina de ordinul n dintr-un număr complex 


Definiţie. Fie z un număr complex nenul și nEN, n > 2. Se numește 
rădăcină de ordinul n a lui z orice număr complex Z, care verifică ecuaţia 


(4) Ze =z. 
Teoremă. Fie z =r (cost* +i sin ¿*) un număr complex, arg z = î*. 
Numărul z are n rădăcini distincte de ordinul n, şi anume: 


(2) Z, =Vr (cos aut +i sin ii 
n n 
k E 10, 1,...„n—1h 
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Demonstraţie. Scriind pe Z sub formă trigonometrică Z = R (cos T + 
+i sin 7), R >0, T E R, ecuaţia (1) este echivalentă cu relaţiile: 


(3) RA =r 1 
(4) nT = t* + 2kr, k € Z. 
Deoarece r este un număr real pozitiv, rezultă că ecuația (3) are o' soluţie 
unică: R = /r. Din (4) rezultă că 
(5) T= AL bac. Ag keZ. 
n 
Am obținut mulțimea rădăcinilor de ordinul n ale lui z: 
(6) Z, = WT oos 2r +i raal k EZ. 
n n 


Se pune problema: cite dintre valorile Z, sînt distincte? Pentru & € (0, 1,2 
+., n — 1} obținem argumente reduse diferite: 


* * a 
(7) Tes PE, pi, 
n n ; n 
t* + 2kr t* + 2(n—1 
i A E .... Tay > EA, 


deoarece pentru Yk € (0, 1, 2, ..., n — 1}, 7, €[0, 27), iar diferența cuntre 
T; şi Tẹ, nu este multiplu întreg de 2m, dacă i  k. 
Pentru k = n obţinem 


t* 4+2 ie 
Ta = ta = Sai + 27, 
care diferă de To cu 2m, deci Z, = Zo. Dacă k este un întreg oarecare, îl 
scriem sub forma k =q'n +r cur, gEZ şi Osr<n şi observăm că 


T A t* + 2(qn + r)r 2 t* + 2rr dam, 
n n 


deci Z, = Z, şi astfel am demonstrat că printre numerele complexe (6) există 
exact n numere distincte: 
Zo, Zu eang Zn: 

În particular, dacă z = 1, rădăcinile ecuaţiei 

(8) ZA 
se numesc rădăcinile de ordinul n ale unităţii. 

Deoarece 1 = cos 0 +i sin 0, rădăcinile de ordinul ù ale unităţii, pe 
care le notăm cu sẹ, sînt: 

2kr Sl o a AATE 
(9) €p = cos — +i sin-—, kE (0, 1,2, ..., n—i} 
Li n 


n 
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Problemă rezolvată. Imaginile ră- 
dăcinilor de ordinul n(n > 3) ale unui 
număr complex z + 0 sint virfurile unui 


„poligon, regulat cu n iaturi, înscris în 
1 


P 

cercul de centru O şi de rază |z m: 
Rezolvare. Fie z=r (cos Y{* -+ pae 
+i sin 2%) un număr complex scris AmA ne 
sub formă trigonometrică, t* = arg z, (7,0) 
|z|=r. Imaginea lui z.este un 
punct P pe cercul (0, r) (fig. 111.8). 
Fie Mo, Mu Ma, ..., Mn- imaginile lui 
Z= Yr (cos Cheah 2kr | ; sin să-l. = , 

n n 


k € 10, 1, 2, n — 1}. i Fig. IIL8. 


Deoarece OM, = | Z; | = V/r, aceste puncte aparţin cercului 2(0, VF). 
Pe de altă parte imaginile M,, Mn, ale numerelor complexe Z;, Za sint 
două puncte pe acest cerc, pentru care 


0% 4 2(k + 1) 


Nae Zana E 


1% 
arg Zn = 2* + 2kr 
n 


n 


Diferenţa celor două argumente este măsura unghiului 


ep 
MOM 


deci 
Pa E 
(MOM) = arg Za — arg Zp = 2 


şi astfel arcele mici MoM, Ma Mo, MaMo, --- My Musa + Mn- Mo sînt con- 
gruente și le corespund coarde congruente: 


(MoM) = (M, M:) =... = (MM) = 
= n E (Mn Mo), 


deci problema este rezolvată. 

Se observă că în cazul rădăcinilor de 
ordinul n ale unității eo, ex, ..-; En- imaginile 
acestora sint virfurile unui poligon regulat 
cu n laturi, înscris în cercul (0, 1), unde 
virful M, are coordonate (1, 0), deoarece sọ= 4 
(fig. IIL.9 în cazul n = 6). s Fig. II 9. 
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Exemple 1. Să se calculeze rădăcinile de ordinul 3 ale lui —gi. 
Soluţie. Forma trigonometrică a numărului complex 


— ĝi este 8 (cos z + i sin 7). 
Astfel 
Zi = Vafeos (z+) ii sin (Z +3 )]- k € {0, 1,2). 
Zo = 3 (cos £ +i sin $) = ai, Zı = 2 (c05 z a sin 25) = 
ra = ăi, = 2 (eos 112 i sin 412) = Va 


2. Să se calculeze rădăcinile de ordinul 6 ale unităţii. 
Soluție. Avem de rezolvat ecuaţia Ze — 4, Rădăcinile ecuaţiei sint: 


Ey = cos E ei sin E, unde k € (0, 1, 2, 3, 4, 5), 


adică .. 
; AIE. 1 3 
E =, e, = cos + i sing =g Hi, 
. 2r 1,.Vă 
E2 aeo ie 
EE e kr E eo AX 
Es = cos m + isin t= —1, e 2008 a n a 
1 3 we E 1 V3 
a a E sin ee A 
Exerciţii 


1. Să se calculeze rădăcinile de ordinul n ale lui z în următoarele cazuri: 

a) n=2,z=i;b)n=6,z= ii )n=4z=Vări; d) n =3, z= tr 

2. Să se determine rădăcinile de ordinul 3, 4 şi 8 ale unităţii. 

3. Să se demonstreze că rădăcinile de ordinul n ale unităţii sînt egale cu puterile unei 
rădăcini particulare Ex. (O astfel de rădăcină se numește rădăcină primitivă de ordinul n a 
unităţii.) 

4. e= 1, e, £a fiind rădăcinile de ordinul trei ale unității, să se arate că:e = Ey; 
(e1)? = (e) = €a și (ea)? = (ea)! = Er. 

5*, Știind că numărul complex Z verifică ecuaţia Zi = z, să se arate că nume- 
rele —Z, iZ şi —iz verifică aceeași ecuaţie. Aplicaţie: Să se calculeze (1 — 2i)4 și să 
se deducă rădăcinile de ordinul patru'ale numărului —7 + 24i. 

6*. Să se arate că, dacă numerele naturale m şi n sînt prime între ele, atunci ecuaţiile 
ZM — 1=0 şi za —4:= 0 au o singură rădăcină comună. 
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§ 4. Ecuaţii binome 
Definiție, O ecuaţie de forma 
(1) 2+o=0,cel,neN,n>2 
se numeşte ecuaţie binomă. i 


Pentru a rezolva ecuația (1) vom scrie numărul —c sub formă trigono- 

metrică. Astfel ecuația (1) este echivalentă cu 
z” = r(cos t + i sin t), 

deci rădăcinile ecuației (1) sînt rădăcinile de ordinul n ale numărului com- 
plex — c. Astfel, ecuația dată are n rădăcini diferite. 

Exemple. 1. Să se rezolve ecuația binomă z? — 8 = 0. A 

Soluţie. Forma trigonometrică a numărului 8 este 8(cos 0 +i sin 0). 
Rădăcinile ecuaţiei sînt: 


z, = 2 (cos m +i sin 75), k € {0, 1, 2); z = 2, 


Z = —1 +i V3; Z = —1 —i y3. 
2. Să se rezolve ecuația 
z + (1— i)z —i=0. 
Soluție. Ecuația dată este-o ecuaţie de gradul doi în z^. Obținem: zi =i 
sau z* = —1. Soluţiile acestor ecuații binome sint: ; 
2 , 4 Si NR EEA EA 
Ann Ti), 1(+yV/a -V2 ti y2 V3). 
3. Scriind rădăcinile ecuației zë — 4 = 0 sub. formă trigonometrică şi 


rezolvind această ecuaţie şi pe cale algebrică, să se afle cos 2 şi sint, 


Să se deducă valorile lui sin ae cos Fri sin E cos = şi să se calculeze 


lungimile laturilor unui decagon regulat şi ale unui pentagon regulat, inscrise 
într-un cerc de rază R. A 
Soluție. Rădăcinile ecuaţiei z5 — 1 = 0 sint 


A, cos 2E + i sin 2, k E (0, 1, 2, 3, 4). 

Pe de altă parte z5 — 1 = (z — 1a (2 +A +z + i + 1) 3i notind z + 

` 2 2 
2 =y (in conformitate cu metoda de rezolvare a ecuaţiilor reciproce), 

găsim z2 + 2 = y2—2, 
3 : 
— B 
Y +y —1=0, yi = ERR, ; 
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deci 
a AKE] +41=0, unde a = + 4. 
AA pa A da) i Kecir re 


CSR MOT E 4 == 4 
de unde 
dog 2, Văgă iai 2 Vo0+2V/5 
4 5 4 
cos = sin [2 —£ sina ei ATEET A 
10 5 4 
T 27 ABa 
sin qg = 005 -y = Po; 
1 cos 2r —— 
RA 5 Vio — 2/5 7 ENA Va 
sin S = = =, cos = ; 
2 4 8 4 
ho =2R sin E ERV E 4 —2R sin E o R e 
10 2 5 2 
Exerciţii a 


1. Să se rezolve următoarele ecuaţii binome: 

a) z — 27 = 0, b) z4 + 625 = 0, €) 22+ 1=—0, d) (23i) A H i= o0. 

2. Să se rezolve ecuațiile: 5 e 

a) z6 — 9z? + 8 = 0, by z8 — 2z1 + 2 = 0, 

c) zt + 6 (1+ i)z +5 + 6i = 0, d) z Ji + 8 = 0. 

8. Să se rezolve ecuația 2 = zn, n > 1,neN, unde žē este conjugatul lui z. 

Indicaţie. | n | = | z |n şi deoarece 2] = |z], rezultă |z|= 0 sau |z] = 1. 
În cazul z Æ 0, înmulțim ecuația dată cu z şi obținem z” = 


§ 5. Aplicații ale numerelor complexe 
în geometrie 


Probleme rezolyate. Dacă punctele Mı, M, au afixele zı, za, atunci mijlocul 
M al segmentului |M; M3] are afixul Ea, 
Rezolpare. Fie zı = zi Fii, za = ča +iyə Deoarece coordonatele lui 


Mu Ma sint (x1, Y1), (Za, Y2), M are coordonatele ma E) Rezultă 


că afixul lui M este 


Ty H T i Yı +Y: S$ (2 + iy) + (za + iya) NA T EA 
2 2 2 2 
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r4 


M3 M (za) 


My 
Mf Zi 


Ma M (za) 


M 
Fig. III.10. Fig. II.11. M, (z,) 


z Problema 2. Dacă punctele M,, Ma, Ma, Ma sint coliniare şi segmentele 
[M.M3], [MM] au același mijloc, atunci M1M>M3Ma se numește parale- 
logram degenerat (fig. 111.10). Să se demonstreze că imaginile numerelor 
complexe za, 22, Zs, Z4 sint pirfurile unui paralelogram MMMM, (propriu 
sau degenerat) dacă şi numai dacă 


(1) Za F 23 = Za + Z4 
Rezolvare. Dacă M MMM, este un paralelogram propriu sau dege- 
nerat (fig. 111.11) [M1 M;] şi [MM] au acelaşi mijloc. Deci afixele z; ale punc- 
telor M, verifică relația ' 
Za 23 Za 
í Sali e | 
şi rezultă (1). Reciproc, din (1) deducem că [M.M,] şi [M2M,] au același 
mijloc. Dacă punctele M; nu sînt coliniare MMMM, este un paralelogram 
propriu-zis, iar dacă sint coliniare, atunci conform definiţiei, M, MM; M, 
este un paralelogram degenerat. 


Observaţie. Dacă M, M’ sînt imaginile lui z, z’, atunci imaginea sumei z 4- z' este cel 
de-al patrulea virf P al paralelogramului (eventual degenerat) MOM'P (fig. ITI. 12), iar ima- 
ginea diferenţei z — z’ este virful Q al paralelogramului OM’MQ (fig. 111.13). 

Deoarece MM' = 0Q, avem și următorul 

Corolar. Dacă M, M' au afizele z, z', atunci 


(2) MM= |az-z|. 
P(z+z) 
Mizi 
Miz) atz-z) 
olo) Fig. 11.12. Fig. 111.13. 


= 49 


4 — Geometrie și trigonometrie, cl. a X-a 


Exerciţii 


1. Să se arate că mijloacele laturilor unui patrulater oarecare sînt virfurile unui 
paralelogram. 

2. Fie M,MaMsM, și NN>NsNa două paralelograme și P; mijloacele segmentelor 
[MN], ie (1, 2, 3, 4). Să se arate că P, P¿P,P, este un paralelogram sau un paralelogram 
degenerat. 

3. Fie funcţia f : C— C, f(z) = az + b(a, b e 0, a + 0). Dacă M, și M, sînt de afixe 
za ŞI za iar M} şi M, de afixe f(z) și f(z), să se arate că 


(3) MM, = la |* MM. 
Avem p 
(4) MM, = M,M,, dacă și: numai dacă |a|=1. 


(Egalitatea (3) detinește asemănarea, iar egalitatea (4) definește izometria.) 
4, Arătaţi că funcţia z -> 2, z e C defineşte o izometrie. (Vezi exerciţiul 3.) 


5. Fie M,, M, de afixe z1, za # 0 și za = az. Să se arate că semidreptele (OM,, (OM, 
coincid (respectiv sînt opuse) dacă și numai dacă « > 0 (respectiv « < 0). 


6. Se consideră punctele M,, Ma, M, de afixe zı, Za za Mı # M, Să se arate: 


a) M, e (MM, 2 


i Za — Z 


— z 


b) M, = MM, A 


3 — Zi 


Indicaţie. Se construiesc imaginile lui za — z; Și za — zı în conformitate cu problema 2 
rezolvată şi se ţine cont de exerc. 5. 


7*. Demonstraţi teorema lui Pompeiu: Dacă punctul M din planul triunghiului echi- 
lateral M „MM, nu aparţine cercului circumscris triunghiului MMM, atunci există 
un triunghi avind lungimile laturilor MM, MM, MM,. 


Indicaţie. Putem presupune că atixele lui M,, Ma, M, sînt 1, e, s? unde s? = (1, Se 
foloseşte egalitatea (z — 1)(e?— e) + (z — e)(1 — e?) = (z — e2)(1 — e), valabilă pentru 
orice ze C 


Exerciţii recapitulative 


1. Să se reprezinte mulțimile punctelor din plan ale căror afix satisfac relațiile 
alsi >1; b) 1<lz—1|<2; c0) lz—i)|<1;d) o< arga < E i E EAE 
= | z — za |, unde z, şi za sînt afixele a două puncte fixe din plan. 

2. Să se efectueze calculele: 

V/3+i 
a-i 
b) Ea = 1+ 3(cost + isint) + 3(cost + isin t)? + (cost + i sin 7), 
8. Fie expresia E(z) = z4 — z3 + 32+ 1 — i; să se calculeze E(1 + i). 


a) Eic 


4. Să se afle poziţia celui de al treilea virf al triunghiului echilateral, afixele a două 
virfuri fiind z = 1; z= 2 + bi 

5*, Fie zu, Za, za trei numere complexe, nenule, distincte două cîte două și de.module 
egale. Să se demonstreze că, dacă Z, + Z223; Za + Z321 Şİ 23 + 232 sînt numere reale, atunci 
22223 = 1. 

6. Notind cu G mulțimea rădăcinilor de ordinul n ale unității, G = (£0, E1 Ea, --:+ En-1)» 
să se demonstreze că 

a) si*ej EG, Vi, j e {0, 1, 2, n — 1}, 

Her eG yie, 1, dn. 


7. Să se determine numerele complexe de modul unu care satisfac relația: 


z 3 
— —|=4. 
2 T z 
8*, Fie ecuaţia az? + bz4+c=0, a, b, cet şi arga + argc = 2 argb şi |a| + 
+ |c |= |b |. Să se arate că, ecuația dată are cel puțin o rădăcină de modul unitar. 
9*, Fie z,, Za 2, trei numere complexe nenule, astfel ca | za | = | za EE 


a) Să se demonstreze că există numerele complexe « şi ß astfel ca Za = az» Za = Bz 
și la|=181=1. 

b) Să se rezolve ecuaţia a? + B? — aß — æ — B + 1 = 0 în raport cu una dintre 
necunoscute. 

c) Folosind eventual rezultatele de la punctele a) și b) să se demonstreze că dacă 
z + d + 2 = aa Za23 + Z% atunci avem Z; = Za = Za, Sau numerele zı Za Și Za 
sînt afixele vîrturilor unui triunghi echilateral. 


Capitolul IV 


Incidenţa, ordonarea şi paralelismul în spaţiu 
$ 1. Axiomele geometriei în spaţiu 


Noţiunile fundamentale ale geometriei în spaţiu sînt: punctul, dreapta, 
planul, distanţa și măsura unghiurilor, noţiuni întilnite în geometria plană, la 
care se mai adaugă noţiunea de spațiu. În geometria plană există un singur 
plan, în geometria în spaţiu vom avea mai multe plane. 

Axiomele de incidenţă în spaţiu sint următoarele: 

I. 1. Spaţiul este o mulţime de puncte, care se notează cu d. 

I. 2. Dreptele și planele sint submulţimi ale lui d. 

I. 3. Orice dreaptă conţine cel puţin două puncte distincte. Orice 
plan conţine cel puţin trei puncte necoliniare. Există patru pien nesituate 
într-un același plan. 

I. 4. Prin orice două puncte distincte A şi B trece o.-singură dreaptă, 
care se notează cu AB. 

I. 5. Prin orice trei puncte trece cel puţin un plan. 

I. 6. Dacă două plane diferite au un punct comun, atunci intersecția 
ior este o dreaptă În acest caz cele două plane se zic secante. 

Dacă anumite puncte sau drepte sint situate într-un același plan, spunem 
că ele sint coplanare. 

Observaţie. Din axiome deducem uşor că există cel puțin un plan, şi există cel puţin 
o dreaptă. Într-adevăr, știm. că există patru puncte distincte A, B, C, D (axioma 1.3). Din 
1.5 respectiv I.4 rezultă că există cel puţin un plan conținînd punctele A, B, C- şi cel puțin 
o dreaptă ce conține punctele A și R. x 

Axioma I.5 arată că trei puncte date aparţin cel puţin unui plan. Teorema 
ce urmează completează axioma I.5, stabilind că dacă punctele sint necoli- 
niare, atunci planul este unic. 

Teoremà 1. Prin orice trei puncte necoliniare A, B, C trece un singur 
plan. care va fi notat cu (ABC). 

Demonstraţie. Ținind seama de axioma I.5 este suficient să arătăm că ñu 
pot exista două plane distincte conținînd punctele A, B, C. Presupunem 
contrariul. Atunci există planele distincte « și B astfel ca A,B,C Ea ṣi A,B,C EB. 
Rezultă că «æ NB este o dreaptă, în contradicție cu ipoteza. 

Teorema 2. Dacă o dreaptă d are două puncte distincte situate într-un 
plan æ, atunci dreapta d este inclusă în planul «. 
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E a 
a 


Fig. IV.1. Fig. 1V.2. 


Demonstraţie. Fie A şi B cele două puncte distincte ale lui d conținute in 
planul æ. Putem găsi un punct C g a, căci în caz contrar întregul spațiu ar fi 
inclus în &, în contradicție cu I.3. Știm din axioma 1.5 că există un plan f 
care conţine punctele A, B, C și cum C Æ a, planele «æ şi ß sint distincte. 
Dar A şi B aparțin şi lui a și lui p, deci a N este o dreaptă (axioma I.6), 
iar în virtutea lui I.4, « N B = AB = d, prin urmare dca. 

Teorema 3. Dacă d este o dreaptă și A un punet nesituat pe d, atunei 
există un singur plan care conţine dreapta d şi punctul A. El va îi notat cu 
(dA) sau (Ad). f 

„Demonstraţie. Pe dreapta d există două puncte distincte B şi C (1.3), 
(fig. 1V.1). Planul (ABC) include întreaga dreaptă d, căci conţine două puncte 
ale lui d (teorema 2). Aşadar, (A BC) este un plan ce conţine pe A și d. 

Fie a un plan oarecare, care conţine pe A şi d. Planele a și (ABC) avind 
în comun punctele nocoliniare A, B, C, din teorema 1 rezultă că « = (ABC). 
Aşadar (ABC) este unicul plan conţinind dreapta d şi punctul A. 

Teorema 4. Dzeă d şi d' sînt două drepte distinete cu un punet co- 
mun O (fig. IV.2), atunei există un singur plan care conţine aceste drepte. 
El se notează cu (d d). 

Demonstraţie. Se ia un punct A € d, A #0 şi se aplică teorema 3 
dreptei d şi punctului A. 


Exerciţii a 


© 1. Să se arate că dacă o dreaptă d'nu este conținută într-un plan æ, atunci inter- 
secţia d N æ este fie mulţimea vidă, fie este formată dintr-un singur punct. 
2. Să se arate că oricare ar fi planul q, există cel, puţin un punct nesituat în planul oœ. 
© 8. Există două drepte fără punct comun. 
4. Să se arate că fiind dată o dreaptă oarecare d, există cel puţin două plane care 
conţin dreapta d. ) 
Indicaţie. Arătaţi că există un-punct A gd. Prin d şi A trece planul a = (Ad). 
Există B g£ a (axioma 1.3). Planele « și B = (Bd) sînt distincte şi fiecare conţine dreapta d. 
© 5. Se consideră dreptele d, d, d” astfel ca, luate cite două, să se intersecteze. Să 
se arate că atunci cele trei drepte au un punct comun, sau sint aşezate într-un același plan. 
6. Fie A, B, C trei puncte necoliniare și D un punct nesituat în planul (ABC). Să se 
arate: a) punctele D,:A, B nu sînt coliniare şi nici D, B, C; D, C, A; b) intersecția plane- 
lor (DAB), (DBC), (DCA) este formată dintr-un singur punct. 
7. Folosind notațiile exerciţiului 6, se iau punctele E, F, G, distincte de A, B, C, D 
astfelca E e AD, Fe BD, Ge CD; fie BC N FG = {P}, GE NCA = {0}, EF N AB = {R}. 
Să se arate că punctele P, Q, R sînt coliniare (teorema lui Desargues). 
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8. Se consideră dreptele d și d’, nesituate într-un același plan și punctele distincte 
A, B,Cedşi D, E e d’. Cite plane diferite putem duce astfel încît fiecare să conţină trei 
puncte necoliniare dintre punctele date? Generalizare. 


orema by Oricare ar fi planul «x, mulțimea punctelor şi mulțimea 
lreptelor situate în planul œ satistar axiomele de incidență ale geometriei 
în-plan. 
Demonstraţie. Este clar că primele trei axiome de incidență ale geometriei 
în plan sint verificate. Rămine de arătat că dacă A, B sint puncte distincte 
ale lui «, atunci există o singură dreaptă d situată în «, cu proprietatea 
A =d, B = d. Axioma I.4 ne asigură că AB este singura dreaptă cu A € d, 
B € d. Dar ca este situată în a în virtutea teoremei 2. 

Admitem axioma riglei, axiomele unghiului şi axioma de congruenţă, chiar 
sub forma în care ele sînt enunțate în geomeiria plană. Admitem axioma de 
separare pentru fiecare plan. 

Acestea sint axiomele geometriei absolute în spaţiu. 

Rezultă că în fiecare plan sînt valabile axiomele geometriei absolute 
plane, deci sînt adevărate toate teoremele demonstrate în Capitolul I al 
manualului pentru clasa a IX-a. Mai mult, două segmente congruente nu tre- 
buie să fie aşezate în același plan, nici două unghiuri congruente. Axioma de 
congruenţă se referă acum la două triunghiuri ABC și A'B'C', situate în 
același plan sau în plane diferite. Teoremele de congruenţă ale triunghiurilor 
se extind imediat la două triunghiuri în plane diferite. 

În ceea ce priveşte relaţiile „dreapta d separă punctele A și B“ şi „dreapta d 
nu separă punctele A şi B“, ele au sens numai in cazul cind d, A şi B sint 
situate în acelaşi plan și bineînţeles A, Bg d (prima relație înseamnă că 
[AB] N dz, a doua înseamnă că [AB]N d =). De acest fapt trebuie 
să ţinem seama în enunţul axiomei de separare, cînd ne referim la geometria 
în spaţiu: 

Axioma de separare. Fie d o dreaptă inclusă în planul « și A, B,C € « -d, 
Dacă dreapta d separă punctele A şi B şi nu separă B şi C, atunci dreapta d 
separă A şi C. 

Dotiniţie. Două drepte se numesc paralele dacă sint coplanare și nu au 
punct comun. Dreptels paralele d şi d! se notează: d||d'. 

Observăm că în spaţiu există perechi de drepte fără punct comun care nu 
sint paralele. De exemplu, dacă A, B, C, D sint puncte necoplanare, atunci 
dreptele AB şi CD nu au punct comun și nici nu sînt paralele (fig. 1V.3). 

Oricare ar fi dreapta d şi punctul A nesituat pe d, există. o dreaptă d' para- 
lelä cu d, care trece prin A. Într-adevăr, folosind cunoștințe din geometria 
absolută plană, construim în planul (Ad) o dreaptă d! care trece prin A și 
nu are punct comun cu d (se duce AB L d şi apoi în planul (Ad) o perpendi- 
culară prin A pe AB) (fig. IV.4). 


54 


Fig. 1V.8. Fig. 1V.4. 


Nu putem însă demonstra cu ajutorul axiomelor enunțate pînă acum, că 
dreapta d! este singura paralelă prin A la d. De aceea admitem o ultimă axiomă, 
- care împreună cu celelalte defineşte geometria euclidiană în spaţiu: 


Axioma paralelelor. Printr-un punet A exterior unei drepte d, trece cel 
mult o dreaptă-paralelă cu g. 

Rezultă: Printr-un punct exterior unei iioi trece o Bingură paralelă la 
dreapta dată. 

Reţinem că două drepte paralele d, d’ sînt incluse într-un plan unic, care 
se notează cu (dd'). 
Exerciţiu  « 


9. Arătaţi că există o infinitate de plane, care conţin o dreaptă dată d. 


$ 2. Construcţii în spaţiu 


_Să rezolvăm problema următoare: 

Fiind date dreptele d, d' nesituate in acelaşi plan, şi punctul A ¢ d U d', 
să se determine o dreaptă a, care să treacă prin punclul A și să intersecieze 
dreptele d şi d. 

Presupunind problema rezolvată şi notind cu P, Q punctele de intersecţie 
ale dreptei a cu d, d' (fig. IV.5) se 
observă că punctul P aparţine atit pla- 
nului (Ad') cit şi dreptei d. Aşadar 
pentru a rezolva problema vom proceda 
astfel: 

1) Determinăm planul (4d”). 

2) Căutăm intersecţia dreptei d cu 
planul (4d'). Dacă punctul de inter- 
secţie nu există, problema nu are solu- 
ție; dacă există, îl notăm cu P. Fig. 1V.5. 
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3) Unim punctele A și P cu o dreaptă. 

4) Căutăm intersecţia dreptelor coplanare AP şi d’. Dacă AP şi d' se 
taie, dreapta AP este soluţia problemei. Dacă nu se taie, nu există soluţie. 

Așadar, în funcţie de poziţia reciprocă a elementelor date (dreptele d, d’ 
şi punctul A), probléma noastră poate să aibă sau să nu aibă soluţie, şi anume: 
a) Dacă d taie planul (Ad”) şi dacă punctul de intersecţie obţinut unit” cu A, 
ne dă o dreaptă ce are un punct comun cu d’, atunci această dreaptă este 
soluția căutată. b) În orice alt caz problema nu are soluţie. 

Astfel, răspunsul la problema propusă include un procedeu constind din 
etapele 1) — 4) şi o discuţie. Vom vedea că multe probleme se rezolvă prin 
procedee asemănătoare, numite construcții în spațiu. 

A construi în spaţiu o figură înseamnă a o determina. 

Pentru puncte, drepte şi plane avem următoarele situaţii: Un punct, 
este determinat dacă este dat ca. atare sau dacă este intersecţia a două drepte 
date sau intersecţia unei drepte date cu un plan dat. O dreaptă se consideră 
determinată („construită“) dacă este dată ca atare sau dacă se cunosc două ` 
puncte ale ei sau dacă rezultă din intersecția a două plane date. Un plan este 
determinat („construit“) dacă el este dat ca atare sau se cunosc trei puncte 
necoliniare ale lui sau două drepte concurente (sau paralele) date sau o dreaptă 
dată şi un punct nesituăt pe ea. 

În problemele de „construcţii“ sint date prin enunţ anumite figuri şi se 
cere determinarea (construirea) altor figuri, satisfăcind condiţii bine precizate. 


Exerciţii 


1. Se dau planele « și B și A, Be a. Să se construiască un punct M e g, egal depărtat, 
de A și B, care să aparţină și planului f. 

2. Să se determine intersecţia a trei plane distincte œ, B, y. 
ý Rezolvare. 1) Dacă «a NB = Ø, intersecția .cerută e mulțimea vidă. 2) Dacă «Ng 
este o dreaptă d, intersecția căutată este d N y, care poate fi un punct, mulțimea vidă sau 
dreapta d. Ñ 

8. Se dau: planul «, dreptele dı, d și punctele A, B Œ «U d, U da. Să se- afle un 
punct M e « astfel ca dreptele MA, MB să intersecteze respectiv pe d, şi da. 


$ 3. Semispaţiu 


Definiţie. Fie a un plan și A, B două puncte nesituate în acest plan. Dacă 
segmentul [AB] are un punct comun cu « se spune că planul « separă 
punctele A şi B (fig. 1V.6) sau A și B sint de o parte şi de alta a planului a. 
În caz contrar se spune că A şi B sint de aceeași parte a planului a. 

Definiție. Fie A un punct nesituat în planul «. Mulțimea formată din 
punctul A și din toate punctele situate de aceeaşi parte a lui œ ca şi A, se 
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B 
Fig. 1V.6. Fig. 1V.7. 


notează cu («A şi se numeşte semispațiu (deschis). Spunem că a este fron- 
tiera lui («~A şi că («A este limitat de a. 


Teorema 1. (Teorema de separare a spaţiului.) 
Oricare ar fi planul « următoarele proprietăți au loc: . 

1) Există exact două semispații o. și oz limitate de planul «. 

2) d — a= U Gg, ca nN 03 = Ø. 

3) Dacă P, Q € o. sau P, Q E oz-segmentul [PQ] nu intersectează pla- 
nul a. Dacă P € o, și R E o2, segmentul [PR] și planul « au un punet 
comun, 


Demonstraţie. Alegem punctele O €e ~, A ed — « și punctul B pe semidreapta 
opusă la (OA (fig. IV.7). Notăm o, = («A și o» = («B. Vom arăta că un punct oarecare 
Me ð — «se găseşte în o, sau în oz, dar nu în amîndouă. Considerăm în acest scop un plan ßB 
care trece prin A, B şi M. Cum planele distincte « și 6 au punctul comun.O, ele se inter- 
sectează după o dreaptă d. Folosind în cazul planului proprietăţile de separare învăţate în 
clasa a IX-a rezultă că numai două situaţii sînt posibile: a) [AM] Nd = 2 și[BM]Nd za 
sau b) [AM] Nd Æ a şi [BM] Nd = ø. În primul caz M eo, și M Œ oz, iar în cazul al 
doilea M g£ o, şi M e o, și proprietatea 2) din enunț este demonstrată. 

Arătăm acum că 
1) A' e («A => («A = (a. 

Luăm P e («A şi demonstrăm că P e («A’. Presupunem contrariul, ceea ce înseamnă 

că există Q e [AP] N «. Fie y un plan care conţine punctele A, A” şi P. Deoarece punctul Q 

este comun planelor « și y, aceste plane se taie după o dreaptă a, care separă în y punctele 

A' şi P. Rezultă că [AA] Na + Ø sau [AP]Na Æ ø, deci [AA] Na + ø sau [AP]N, 
Na # ø. Dar nici una dintre aceste situații nu este posibli. căci A’ e («A și Pe («A. 

Aşadar («A C («A' și analog (A/C («A. 

Fie (aX un semispaţiu oarecare limitat de planul «. Dacă X eo, = (xA, atunci 
din (1) rezultă că («¥ = o, iar dacă X e o, atunci («X = o, și proprietatea 1) este-de- 
monstrată. A 

Fie P, Q € o. Atunci (xA = («P şi din Q e («P rezultă imediat că [PQ] N « = ø. 
Celelalte afirmații de la punctul 3) se arată în mod analog. 


Semispațiile o. şi oz se zic opuse. . 
Reuniunea unui semispaţiu deschis («A cu frontiera sa, se numeşte semi- 
spațiu închis şi se notează [«A. 
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Exerciţii 


e 
© 1. Dacă punctele A și B aparţin semispaţiului deschis o, atunci [AB]C o. Pro- 
prietatea este valabilă și pentru un semispaţiu închis? 

2. Dacă punctul A nu este situat în planul « şi Bec, atunci (BAC («A. 

3. Să se arate că intersecţia unei drepte d cu un semispaţiu este fie dreapta d, fie o 
semidreaptă, fie mulţimea vidă. 

4*. Arătaţi că dacă un plan g și frontiera unui semispaţiu o sînt plane secante, atunci 
intersecţia o Na este un semiplan. 

5*, Intersecţia unui plan « cu un semispaţiu este fie planul «, fie un semiplan, fie 
mulțimea vidă. 

6*. Fie A, B, C, D patru puncte necoplanare și « un plan care nu trece prin nici unul 
din punctele date, dar trece printr-un punct al segmentului (AB). Dintre segmentele (AB), 
(4C), (AD), (BC), (BD), (CD) cîte pot fi intersectate de planul a«?, 

7*. Fie d o dreaptă şi «, B două plane astfel ca d NB = ø şia NB = ø. Să se arate 
că dacă A e d și Bes, atunci dc (BA şi ac (BB. 

8*. Fie («A și (BB două semispaţii astfel ca œ + B şi («A c (BB sau («A N (BB = 
= ø. Să se arate că «NB = a. < 


Definiție. Fie «', e două semiplane închise inj Ag de o aceeași dreaptă d 


(fig. 1V.8). Multimea a N 8’ va fi notată cu wÈ şi va fi numită unghi diedru 

definit de semiplanele g’, 8’. Semiplanele a, B’ vor fi numite fețele, iar dreaptă 
~ 

d muchia unghiului diedru af. 


po: se numește unghi diedru nul, dacă «' = B' şi unghi diedru plat dacă 
fețele lui sint semiplane opuse. În cazul din urmă, muchia d trebuie să fie 
dată separat. Dacă un unghi diedru nu este nizi nul nici plat, el se numeşte 
propriu. 

Să notăm cu « și p suporturile lui a” și B’ (planele ce conţin semiplanele 
a' şi B’) şi fie A E «' — d, BEBp' —d. Prin interiorul unghiului diedru 


~ 

ap” vom înţelege intersecţia semispațiului deschis limitat de œ, care conține 
fața B', cu semispațiul deschis limitat de $, care 
conține «': 


~ 
Int ap"! («B N (BA. 
Definiție. Fie a = [0A, b = [0B, c = [0C semi- 


drepte necoplanare, avind origine comună O (fig. 
IV.9). Mulțimea 


~ A A AN 
abe = a U b U c U IntabU Intbe U Intca 


se numește unghi triedru. Punctul O este virful, semi- 


P x PN AN AN 
Fig. IV.8. dreptele a, b, c sînt muchiile, iar ab, bc, ca sint un- 
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. . . ~” . . . . “~ 
ghiurile lui abc. Reuniunea unui unghi al lui abc 
. . G. m . “~ 
cu interiorul său se numește o față a lui abe. In- 


i ~ ~ 
teriorul lui abc se definește astfel: Int abe 4! 
aA N (BBN (yC, unde «= (0BC), B= 
= (OCA), y = (0AB). 


Exerciţii 


9. Să se arate că intersecţia unui unghi diedru cu un plan « poate fi: un unghi, reuniu- 
nea a două drepte, o dreaptă, mulţimea vidă sau un semiplan închis, și nu poate fi nici o 
mulţime de alt tip. 

10*. Fie d muchia unui unghi diedru propriu W, Aeu'—d, Bef'—d şi 
A at A ~N 
P e Int E. Să se arate că: 1) (Pd) N Int «BP = (dP. 2) Dacă Med, Int AMB = 
= Int & N (ABM). 

11*, Se consideră notațiile exerciţiului 10. Să se arate: 1) punctele A și B sînt de o 
parte și de alta a planului (Pd); 2) Segmentul (AB) şi semiplanul (dP au un punct comun. 

i AN 

12*. Dacă abc este un unghi triedru, P e Int abc şi A, B,C sînt puncte pe muchiile 
a, b, c, diferite de O, atunci semidreapta (OP şi Int ABC au un punct comun (fig. IV.9). 

Indicaţie. Fie a“, B’, y’ semiplanele limitate de dreapta OA conținînd respectiv punctele 


B, C, P. Deoarece P e Int W, segmentul (BC) şi semiplanul y au un punct comun 
Q (exerc. 11). Rezultă că P, Q sînt de aceeași parte a lui OA; pe de altă parte, P, A se 


~ 
află de aceeași parte a lui OQ (deoarece (AP) N (OBC) = ø), aşadar P e Int AOQ etc 


a $ 4. Mulţimi convexe 


Definiţie, Se numește mulțime conpeză orice mulțime de puncte M care 
are proprietatea: 


(1) P,Qe N, PzO0=>(P0)c M: 


Exerciţii 


© 1. Să se arate că orice intersecţie de mulțimi convexe este o mulțime convexă. 

2. Să se arate că următoarele mulţimi sînt convexe: planele, semiplanele, orice semi- 
spaţiu deschis sau închis şi interiorul unui unghi diedru. 

8. Poate fi un unghi diedru o mulțime convexă? 

4. Care dintre următoarele mulţimi sînt convexe: a) un unghi triedru, b) interiorul 
său, c) reuniunea feţelor sale, d) reuniunea interiorului cu toate feţele? 

Š. Fie o un semispaţiu deschis limitat de planul « și 977 o mulţime convexă inclusă 
în planul «. Să se arate că mulțimea M U o este convexă. 
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Detiniţie. Se numeşte sferă de centru O şi rază r(r > 0) mulţimea punc- 
telor din spațiu pentru care OM =r (fig. 1V.10). 
Ea se notează $(0, r). Interiorul sferei S(0, r) este mulţimea 


Int 80, r) * (M | OM < r}. 
Mulțimea $(0, r) U Int (0, r) se numeşte corp sferic sau bilă. 


Exerciţii 


O 6. Să se arate că intersecţia S(O, r) cu un'plan ce trece prin O, este un cerc. 
7. Demonstraţi că Int S(O, r) este o mulțime convexă. 
Vom defini în continuare o figură în spaţiu care generalizează supra-. 
faţa triunghiulară din plan. Dăm mai intti o anumită caracterizare a supra- 
feţelor triunghiulare, care apoi va servi ca model pentru generalizare. 


Lemă. Un punct X aparţine suprafeţei triunghiulare [A BC] dacă și numai 
dacă X aparţine unui segment determinat de un virf și de un punct al laturii 
opuse; adică X € [ABC] dacă şi numai dacă există Y € [BC] cu X € [AY] 
(fig. 1V.11). j 

Într-adevăr, fie X e[ABC]. Deosebim cazurile: 1° X e[AB] (resp. X e[AC)), 
atunci se ia Y = B (resp. Y = C); 2° X'e [BC], se ia Y = X; 3° X e Int ABC, atunci 
din teorema transversalei rezultă că semidreapta (AX taie latura [BC] într-un punct Y 
deoarece X şi A sînt de aceeași parte a lui BC, rezultă [AX] N BC = ø și X e[AY]. 
Reciproc, dacă X e [AY] şi Y [BC], atunci ţinind seama că [ABC] este o mulțime 
convexă, din A, Y e[ABC] rezultă că [AY]C[ABC] şi astfel X e [ABC]. 

Lema poate fi formulată mai scurt: Suprafaţa triunghiulară [ABC] 
coincide cu reuniunea segmentelor [AY], unde Y € [BC]. Luind acum în 
locul segmentului [BC] o suprafaţă triunghiulară [BCD], nesituată în același 
plan cu A, se ajunge la noțiunea următoare: 

Dacă A, B, C, D sînt patru puncte necoplanare, reuniunea segmentelor 
[AM], unde M € [BCD] se numeşte tetraedru şi se notează cu [ABCD] 
(fig. 1V.12). Punctele A, B, C, D se numesc pirfurile, segmentele [AB], [AC], 
[AD], [BC], [BD], [CD] se numesc muchiile, iar suprafeţele triunghiulare 
[A BC], [ABD], [ACD], [BCD] fețele tetraedrului [ABCD]. Reuniunea feţelor 


4 
A 
A 
8 D 
Fig. 1V.10. Fig. 1V.11. Fig. 1V.12, 
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este numită suprafață tetraedrală, iar punctele A 

lui [ABCD] care nu aparţin nici unei feţe for- 

mează interiorul tetraedrului, care se notează cu N | 

Int [ABCD]. h) 
În definiția tetraedrului virful A are un rol 

deosėbit față de B, C, D. Teorema următoare ne g 

arată că, totuşi, mulţimea [ABCD] rămîne ne- 

schimbată dacă virfurile sint luate în altă ordine. z BNI 


Teorem šă. Oricare ar fi punctele neco- G 
liniare A, B, C, D avem [ABCD] = [(BACD). Fig. 1V.18 

Demonstraţie. Luăm Pe [ABCD] şi arătăm că P e[BACD]. Ştim că există 
M e [BCD] astfel ca Pe[AM] (fig. 1V.13). Din lemă rezultă că există B’ e[CD] c4 
Mel[BB']. Aplicind lema suprafeței triunghiulare [ABB] deducem mai întîi că Pe [ABB] 
şi apoi că există VNe[AB']cu Pe [BN]. Folosind lema şi în cazul lui [ACD], obţinem că 
N e[ACD]. Aşadar P e[BN] și N e[ACD], ceea ce implică P e[BACD]. Analog, 
Q e[BACD] = Q e [ABCD] și teorema este demonstrată. 


Exerciţii 


8. Să se arate că unind mijloacele muchiilor opuse ale unui tetraedru se obțin trei 
drepte concurente. 

Indicaţie. Se formează trei paralelograme cu cîte o diagonală comună. 

9*. Să se arate că dreptele care unesc vîrfurile unui tetraedru cu centrele de greutate 
ale feţelor opuse sînt concurente în același punct ca şi cele trei drepte din exerciţiul 8. 

10*. Fie [ABCD] un tetraedru. Se consideră unghiurile triedre care au ca muchii 
LAB, [AC, [AD; [BA, [BC, [BD; [CA, [CB, [CD; [DA, [DB, (DC. Să se arate că inter- 
secţia interioarelor ‘acestor patru unghiuri triedre coincide cu interiorul tetraedrului 
[ABCD]. 

11*. Să se arate că. oricare ar fi punctul M în interiorul tetraedrului [ABCD], 


- există P e (AB) şi Q e (CD) astfel încît M e (PQ). 


12%. Interiorul tetraedrului [ABCD] coincide cu reuniunea segmentelor. (PQ) cu 
P e (AB) şi Q e (CD), iar tetraedrul [ABCD] este egal cu reuniunea segmentelor închise 
[PQ], cind P e [AB] şi Q e [CD]. 

18*. Demonstraţi că un tetraedru este o mulţime convexă. 

14*. Fie O, şi M, mulţimi convexe. Să se arate că reunind segmentele [PQ], pentru 
care, P e M şi Q e Ma, se obţine o mulţime convexă. 

15*. Să se arate că interiorul unui tetraedru coincide cu intersecţia semispaţiilor 
deschise determinate de planele feţelor și vîrful opus respectiv. Caracterizaţi tetraedrul 
ca o intersecţie de semispaţii. A 


$+5 Paralelism în spaţiu 


Definiție. O dreaptă d şi un plan «œ se numesc paralele dacă nu au nici un 
punct comun, ceea ce se notează d || a sau « ||d. “d j 
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Fig. 1V.14. Fig. 1V.15. 


Rezultă imediat că o dreaptă d şi un plan « ce nu trece prin d sint fie 
paralele, fie se intersectează într-un singur punct. 
Existenţa unei drepte paralele cu un plan rezultă din proprietatea urmă- 
toare. i 

Proprietatea 1. Dacă o dreaptă d este paralelă cu o dreaptă a inclusă 
intr-un plan g, atunci d este paralelă cu planul e sau este conținută în acest 
plan. j 

Demonsiraţie. Putem presupune că d ga (fig. IV.14). Atunci planele « 
şi (da) sînt distincte, deci a N (da) = a. Dacă d ar avea un punct comun A 
cu planul a din A € a şi A € (da) ar rezulta că A Ca (da) = a, deci 
dreptele a și d ar avea un punct comun, ceea ce este imposibil. 

Proprietatea 2. Dacă o dreaptă d este paralelă cu un plan a, iar un plan B 
trece prin d și intersectează planul «, atunci œ N B este o dreaptă» paralelă 
cu d (fig. 1V.15). 

Demonstraţie. Ştim că « N feste o dreaptă d’. Dreptele d şi d’ sînt copla- 
nare şi nu au nici un punct comun (căci un punct comun al lor ar aparţine și 
lui œ, deci am avea d N « = ø). Rezultă că d || d’. : Eis 

Proprietatea 3. Fie d o dreaptă paralelă cu un plan a și A € a. Atunci 
paralela la dreapta d, dusă prin A, este conținută în planul a. 

Demonstrație. Fie a paralela prin A la d și b = a N (Ad) (fig. 1V.16). 
Conform proprietăţii 2, b || d. Din axioma paralelelor rezultă a = b, deci 
ac a. 

„Deorema 1. Dacă două drepte distincte d” și d” sînt paralele cu o a 
treia dreaptă d, atunci dreptele d şi d” sînt paralele între ele (fig. 1V.17). 


Fig. 1V.16, Fig. 1V.17, 
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Demonstraţie. Dacă d! şi d” ar avea un punct comun ‘A, prin acest punct 
ar trece două drepte paralele la d, în contradicţie cu axioma paralelelor. 
Aşadar d' Nd” = ø. Trebuie să demonstrăm că d! şi d” sint conţinute într-un 
același plan. Fie P € d” şi a = (Pd'). Cum d || d”, proprietatea 1 ne arată că 
d C a sau d ||a. Din d”|| d deducem că d” C « (ceea ce în cazul d C a rezultă 
imediat, iar în cazul d || a în virtutea proprietăţii 3). Așadar d! şi d” „sînt 
conţinute în planul g. 


Exerciţii 

1. Fie d, d' două drepte paralele. Dacă dreapta d este paralelă cu un plan a, să se 
arate că d! ||a sau d'ca. 

Indicaţie. Conform proprietăţii 3 există o dreaptă a C «, paralelă cu d. Folosiţi teo- 
rema 1 şi proprietatea 1. 

2. Se consideră o dreaptă d, paralelă cu planele « și P, care se intersectează după 
dreapta a. Arătați că d || a. E 

8. Printr-o dreaptă dată d duceți un plan paralel cu o altă dreaptă d’. Discutaţi 
numărul soluțiilor. 

4. Să se determine reuniunea dreptelor care intersectează o dreaptă dată d și sînt 
paralele cu o altă dreaptă dată d’ (d nu este paralelă cu d’). 

5. Să se construiască o dreaptă care întilneşte două drepte date și este paralelă cu o 
a treia dreaptă dată. Discuţie. 

6. Dacă un plan « intersectează planele secante f, y după drepte paralele, alini a 
este paralel cu dreapta $ n y- 

7. Un plan variabil taie două drepte paralele în punctele M şi VW. Să se afle locul 
geometric al mijlocului segmentului [MN]. 

8. Se dau două drepte. Duceţi printr-un punct dat un plan paralel cu ambele drepte. 
Discuţie. 

9. Să se construiască o dreaptă care trece printr-un punct dat, este paralelă cu un 
plan dat și intersectează o dreaptă dată. Discuţie. 

10. Se dau dreptele dy, dz, da, astfel ca d, || da, da nu este paralelă cu da și da Æ (di, de); 
se ia pe d, un punct variabil M. Să se arate că dreapta de intersecţie a „panelon (dM) 
şi (d,M) descrie un plan, cînd M variază pe ds. 

14%. Să se arate că dacă triunghiurile ABC şi A’B’C’, situate în plane diferite, au 
AB || A'B’, AC ||A'C' şi BC || B'C’, atunci dreptele AA’, BB’, CC’ sint concurente sau 
paralele. ; 
Definiție. Două plane «, 8 se numesc paralele și se notează a || 6, dacă ele 
nu au nici un punct comun. 


Exerciţii 
-© 12. Să se arate că dacă două plane sînt paralele, orice dreaptă conținută în unul 
din ele este paralelă cu celălalt plan (fig. 1V.18). 
© 13. Dacă un plan intersectează două plane paralele, intersecțiile sînt drepte paralele 
(fig. 1V.19). 
Indicaţie. Intersecţiile sint coplanare şi nu pot avea punct comun. 
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~e 


y 


Fig. 1V.18. Fig. 1V.19. 


Teorema 2. Două plane distincte, parâlele cu un al treilea plan sînt 
“paralele între ele. 


Demonstraţie. Presupunînd că teorema este falsă, există planele distincte 
a' şi a”, paralele cu un plan «, şi care se intersectează după o dreaptă d. Luăm 
punctele B € a, A Ed şi un plan ß, care trece prin A-și B, dar nu trece 
prin d (fig. 1V.20) şi notăm dı = æ N B, d! =a N B, d” = a” N B. Conform 
exerciţiului 13 :d' ||da și d” ||da. 

Avem d! # d”, căci altfel «' şi a«” ar avea în comun dreptele d și d’ în 
contradicție cu a' 4 a”. Deci prin punctul A trec două paralele la dı, ceea 


` ce este absurd. Rezultă că teorema este adevărată. 


Existenţa planelor paralele era asigurată de teorema următoare. 


Teorema 3. Fiind date un plan o și un punet A & &, există un singur 
plan care trece prin A și este paralel cu æ. 


Demonstraţie. Ducem prin A dreptele distincte a și b, paralele cu planul a 
(fig. IV.21). Planul f = (ab) este paralel cu a deoarece în caz contrar dreapta 
a N ar intersecta cel puţin una din dreptele a și b, în contradicţie cu a || œ, 
b ||a. Aşadar am obţinut un plan B, care trece prin A şi este paralel cu a. 
Dacă ar exista încă un astfel de plan y, din teorema 2 ar rezulta că B || y, 
ceea ce este absurd (căci A € B, A € y). Teorema este demonstrată. 


Fig. 1V.20. Fig. 1V21. 
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Din demonstraţie, rezultă și con- 
strucția unicului plan ß, care trece prin — 
punctul dat A şi este paralel cu planul 
dat a. Ducind prin A două drepte 
distincte a şi b, paralele cu a, se ob- 
ține planul (ab) = B. i ARCA 
Dreapta a poate fi oricare dintre 
paralelele prin A la «, deci toate aceste 
paralele sint incluse în ß. Reciproc, 
orice dreaptă inclusă în f este paralelă 
cu « (vezi exerc. 1). Rezultă că reuni- 
unea dreptelor paralele cu un plan «, 
duse printr-un punct A, este un plan i 
paralel cu a« (fig. 1V.22). Age Iyaa, 


Exerciţii 


14. Arătaţi că o dreaptă, care taie unul din două plane paralele într-un singur punct, 
taie și pe celălalt. 
t 15. Arătați că dacă două plane sînt paralele, atunci un plan care intersectează pe 
unul din ele după o dreaptă, taie și pe celălalt. 

16. Dacă o dreaptă este paralelă cu unul din două plane paralele, atunci ea este sau 
paralelă și cu al doilea plan sau este conținută în acesta. 

17. Prin dreptele paralele d și d” se duc respectiv planele æ și a’, distincte de (dd). 
Să se arate că « || a sau (x Na”) ||d. 

Teorema 4. Două unghiuri cu laturile respectiv paralele sînt con- 
gruente sau eee anuală 


Demonstraţie. Fie 10b, KOD cele două unghiuri (OA || O'A’ și 
OB |0'B') despre care putem presupune că sînt proprii şi nu sînt coplanare. 
Fie d = 00'. Considerăm cazul: A’ € (dA, B' € (dB (celelalte cazuri se 
reduc uşor la acest caz). Putem admite că (04) = (0'A’), (08) = (0'8') 
şi Be AA! (fig. 1V.23). Atunci 0OO'A'A şi 00'B'B sint paralelograme, deci 
(AA') = (00') = (BB'), de unde rezultă că și AA'B'B este un paralelo- 
gram şi (AB) = (4'B'). Teorema rezultă acum din congruența triunghiu- 
rilor OAB şi O'A4'B'. 

Teorema 4 permite să dăm următoarea 

Definiție. Prin unghiul a două drepte d și d' vom înţelege oricare din 
unghiurile MON, unde O este un punct oarecare al spaţiului, OM | d, ON || d’ 


şi m( MON) € [0,90%] (fig. IV.24). 

Unghiul a două drepte date nu este determinat în mod unic, dar toate 
aceste unghiuri sînt congruente între ele (în virtutea teoremei 4). Așadar 
măsura unghiului a două drepte are un sens precis. 
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K — Geometrie și trigonometrie, cl. a X-a 


Pi 


Fig. 1V.23. : Fig. 1V.24. 


Din teorema 4 rezultă de asemenea că măsura unghiului a două drepte d 
şi d” rămîne aceeași dacă înlocuim dreptele d şi d! cu oricare drepte respectiv 
“paralele cu d şi d’. Acest fapt justifică definiţia următoare: 


Definiție. Prin direcția unei drepte d, notată cu dir d, înţelegem mulţimea 
formată din d și toate dreptele paralele cu d (este o mulţime de mulţimi). Prin 
unghiul a două direcţii înţelegem unghiul format de cîte o dreaptă din cele 
două direcţii (care nu depinde de alegerea dreptelor respective). 


Să însemnăm cu D mulțimea tuturor dreptelor şi să considerăm pe ® relaţia 
»da || da sau d, = dz“, care se va nota cu d, ~ da. Avem evident d, ~ d, şi d, ~ ded, ~ dys 
deci relația este reflexivă și simetrică. Dar ea este şi tranzitivă: d, ~ də, de ~ d} > d, ~ dy 
Într-adevăr, dacă dintre cele trei drepte două coincid, implicația este evidentă, iar dacă 
dı, dz}, de sînt distincte atunci d, || də, da || d3, dı Æ da = d, || d} în virtutea teoremei 1. 

Rezultă că am definit o relație de echivalență. Clasa de echivalență determinată de 
o dreaptă d este constituită din dreptele d’ cu d’ ~ d, adică din d și toate dreptele para- 
lele cu d, deci coincide cu dir d. Aşadar, clasele de echivalență ale relației „paralel sau egal“ 
coincid cu direcțiile. 

De aici rezultă că două direcții ori sînt disjuncte ori coincid. Să arătăm acest rezultat 
fără referire la teorema generală a claselor de echivalență (de fapt, vom repeta demonstra- 
ţia generală în cazul nostru). În acest scop presupunem că dir d, și dir de au o dreaptă 
comună a și arătăm că dir d, = dir da. Fie d edird,. Atunci d ~ di; dar din a'~ di, 
a ~ d, (căci a e dir d, a € dir dą), rezultă că d, ~ da. Acum d ~ di, di ~ da implică 
d da. Aşadar d e dir d, > d e dir d, şi analog d! e dir d} > d’ e dir d}. 


Exerciţii 


18, Se dau un plan e, un punct A € « și o dreaptă dC «a. a) Să se construiască o 
dreaptă d’ astfel încît: A €d’ şi d! e dir d. b) Să se construiască o dreaptă prin A, 
inclusă în a, care să formeze cu d un unghi de măsură dată a. Cite soluţii există? 

19*. Arătaţi că relaţia „a || B sau « = 6“ definită pe mulţimea planelor este o rela- 
ţie de echivalență. Determinaţi clasele de echivalență. 

20*. Se consideră pe mulţimea tuturor dreptelor și a planelor relaţia „z || y sau 
z = y“, unde z și y sînt drepte sau plane. Am definit o relaţie de echivalență? 
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21. Arătaţi că două segmente paralele cuprinse între plane paralele, sint congruente. 


22. Să se arate că prin două drepte, care nu sînt conţinute într-un același plan, 
se pot duce două plane paralele în mod unic. Să se studieze și situaţia cînd cele două drepte 
sînt coplanare. 


~- 23. Fie a şi B două plane paralele, A, Be a, iar CD o dreaptă paralelă cu « și B. 
Dreptele CA, CB, DB, DA taie planul f respectiv în M, N, P, Q. Să se arate că aceste 
puncte sînt virturile unui paralelogram. 


24. Atlaţi locul geometric al mijloacelor segmentelor care au extremităţile în două 
plane paralele. 


Exerciţii recapitulative 


1. Prin două drepte date să se ducă cite un plan, astfel ca dreapta lor de intersecţie 
să fie conținută într-un plan dat. 


„2. Fie a, b, c trei drepte cu un punct comun, iar P un punct nesituat pe ele. Să se 
arate că plănele (Pa), (Pb), (Pc) conţin o dreaptă comună. 


3. Fie A, B, C, D puncte necoplanare, iar œ un an care separă punctele A și B; 
A şi C; C şi D. Arătaţi că'« N (BD) # ø ṣi «N (4D) = 


4. Pe muchiile a, b, c ale unui unghi triedru de vîrf O se iau punctele A, B, C; fie 


apoi D e (BC) şi E e (AD). Arătaţi că (OE c Int ebe. 


5. Arătaţi că următoarele mulțimi sînt convexe: interiorul unui unghi triedru, un 
tetraedru fără o muchie (fără o față). 


6. Fie A, B, C, D patru puncte necoplanare-și_E, F, G, H mijloacele segmentelor 
[AB], [BC], [CD], [DA]. a) Să se arate că EF || (ACD) şi punctele E, F, G, H sînt copla- 
nare; b) Dacă {M} = EG N FH, să se afle locul geometric al punctului M cind A, B, C 
sînt puncte fixe, în timp ce punctul D descrie o dreaptă dată d (sau un plan dat a). 


7.* Pe dreptele d, d! se iau punctele distincte A, B, C respectiv A', B’, C’. Să se 
arate: putem duce prin dreptele AA’, BB’, CC’ trei plane paralele între ele daca şi nu- 
mai dacă 

AB _ BC 
AB RO 

8.* Fie M, M’ cîte un-punct mobil pe dreptele necoplanare d, d’. Să se afle locul 

geometric al punctului P care împarte segmentul (MM) într-un raport dat. 


9.* Să se construiască o dreaptă care să întilnească trei drepte date respectiv în 
M, N, P şi pentru care MN / NP să fie un raport dat. 


10. Se dau dreptele d, d! care taie un plan dat « în punctele A și A’. Să se con- 
struiască punctele M, M’ situate respectiv pe d, d, astfel încît MM” ||a şi segmentul 
[MM'] să aibă o lungime dată l. Discuţie. 


Indicaţie. Duceţi prin A" o dreaptă d* || d. Două plane paralele cu a, unul fix, altul 
mobil, vor intersecta d, d’, d*, în B, B', B* respectiv în M, M’, M*. Se observă că 


Pai 
MM*M' = BB*B'. Problema revine la construirea unui triunghi cu două laturi date şi 
un unghi dat. 
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11.. a) Să se afle locul geometric al virtului P al triunghiului MNP, dacă laturile 

„ acestuia rămîn paralele cu trei drepte fixe, virful M descrie o dreaptă dată d, iar virful N 

aparţine unui plan dat a. b) Aceeași problemă, cu deosebirea că M descrie un plan 
dat B. 

12. Pe muchiile [OA, [OB, [OC ale unui unghi triedru se consideră respectiv 
punctele M, N, P astfel ca OM = 104, ON = 10B, OP = 10C, unde à este un 
număr pozitiv variabil. Să se afle locul geometric al centrului de greutate al triuughiu- 
lui MNP. 


18.* ABCD și A,B,C,D, fiind două paralelograme oarecare în spaţiu, se iau punctele 
Az Ba, Ca, Da care împart segmentele [4A,), [BB,], [CC], [DD] în același raport. Să se 
arate că A,B,C,D, este tot un paralelogram. 

Indicaţie. Luăm pe (D14), (CB) punctele M, N astfel încît 


SPD LON AA, 


MA ONB AA 
A,MNB, şi D,MNC, sînt paralelograme. 


Capitolul V să 


Perpendicularitate în spaţiu 


$ 1. Drepte perpendiculare 


Dreaptă perpendiculară pe un plan 


Am definit unghiul a două drepte oarecare d şi d’ (nu neapărat situate 
într-un același plan). Dacă acesta este un unghi drept, dreptele d şi d’ se numesc 


perpendiculare şi se notează d L d!. Aşadar, dacă m(40%) = 90°, orice para- 
lelă la OA este perpendiculară pe orice paralelă la OB (fig. V.1). 

Fie d o dreaptă şi A € d. Putem construi drepte prin A perpendiculare 
pe d, considerind planele conținînd d şi trasind în ele prin punctul A cite o 
perpendiculară pe d. Deoarece prin d trec o infinitate de plane, există o infi- 
nitate de perpendiculare prin A pe d (fig. V.2). 


Teorema 1. Dacă o dreaptă d este perpendiculară pe două drepte 
concurente conținute într-un plan «, atunci dreapta d este perpendiculară pe 
orice dreaptă situată în planul «. 


Demonstraţie. Fie d L a, d L b, unde a şi b sînt drepte concurente, a, b C « 
şi co dreaptă inclusă în a. Trebuie să arătăm că d _L c. Putem admite fără a 
restringe generalitatea că cele patru drepte trec printr-un punct comun O 
(fig. V.3). Alegem punctele A € a, B € b, M, M' € d astfel incit ele să fie - 


Fig. Va. Fig. V.2 Fig. Vă. 
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distincte de 0, (OM) = (0M') şi AB să intersecteze dreapta c într-un punct C. 
Din AOAM = AOAM' şi AOBM = AOBM' rezultă (AM) = (4AM”) şi 


(BM) = (BM), deci AABM = AABM' şi avem BA = Ba. Dar 
atunci ACAM = ACAM’ şi se deduce că triunghiul CMM este isoscel; cum 
[CO] este mediană, este și înălțime. Deci d L c. 

Teorema 1 ne îndreptățește să dăm următoarea 


Definiţie. O dreaptă d se numeşte perpendiculară pe un plan « dacă ea 
este perpendiculară pe orice dreaptă inclusă în planul a. În acest caz se scrie 
d L a sau a _L d şi se mai spune că a este perpendicular pe d. 

Cu acest termen teorema 1 se enunţă astfel: Dacă o dreapid este perpen- 
diculară pe două drepte concurente conţinute într-un plan a, atunci ea este per- 
pendiculară pe planul a. 

Din demonstraţia teoremei 1 rezultă imediat, şi un mod de a construi un 
plan perpendicular pe o dreaptă d, printr-un punct P € d, deci rezultă şi 
existența unui astfel de plan: ducind prin P dreptele distincte a, b _L d, se 
obţine un plan (ab) perpendicular pe d. 

Să considerăm acum dreptele prin P. Cele conţinute în (ab) sint perpen- 
diculare pe d. Reciproc, dacă d 3 P şi d' L d, atunci d'c (a b). Într-adevăr, 
planele (ab) şi (dd”) se taie după o dreaptă c (fig. V.4). Cum cc (ab), din 
teorema 1 rezultă că c L d. Dar în planul (dd') putem duce prin P doar o 
singură perpendiculară pe d, deci d’ = c şi d'c (a b). Am obţinut următorul 
rezultat: orice plan prin P, perpendicular pe d, coincide cu reuniunea dreptelor 
perpendiculare pe d, care trec prin P. Cum această reuniune este determinată 
în mod unic cînd se dau P şi d, rezultă că există un singur plan trecînd prin P 
şi perpendicular pe d. Acest rezultat rămîne valabil şi în cazul cînd P œ d: 

Teorema 2. Fiind date o dreaptă d şi un punct P, există un singur 
plan trecînd prin P şi perpendicular pe d. 


Demonstraţie. a) Am văzut că teorema este adevărată în cazul P € d. 
Să presupunem acum că P œ d (fig. V.5). Ducem în planul (Pd) perpendicu- 


Fig. V.4. Fig. Vă. 
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lara PP’ pe d(P' € d) şi notăm cu a (unicul) 
plan prin P’ perpendicular pe d. Deoarece 
P'P Ld, avem P'PC a, deci PE a şi exis- 
tenţa este demonstrată. Pentru unicitate să 
observăm că dacă un plan conţine punctul P 
şi B_Ld, atunci PP'C AB, deci P’ E B. 
Din d L B şi P'€EB rezultă 6 = a și unicita- 
tea este demonstrată. Fig. V.6. 


Teorema 3. Oricare ar fi planul « și punctul P, există o singură 
dreaptă care trece prin P și este perpendiculară pe «. 

Demonstraţie. În planul a alegem dreptele secante b şi c, şi ducem prin P 
planele 6, y respectiv perpendiculare pe b, c, care se taie după o dreaptă d 
(fig. V.6). Avem b L d, c L d, deci d L a (în virtutea teoremei 1) şi deoarece 
P € d, existenţa este demonstrată. Dacă d” este o dreaptă prin Pisi la, 
atunci d'_L b, d' L c, de unde deducem că d'c f şi d'C y. Dar atunci 
d' CBNy =d, deci d' = d şi unicitatea este demonstrată. (Această demon- 
straie este valabilă pentru ambele cazuri: P ¢ aşi P € a.) 


Exerciţii 


1. Să se construiască o dreaptă care să treacă printr-un punct dat A și să fie per- 
pendiculară pe două drepte date d şi d’. - 


2. Să se arate că există trei drepte cu un punct comun, perpendiculare două cite 
două. 


3. Fie a, b, c, d patru drepte cu un punct comun, d fiind perpendiculară pe a, b, e. 
Să se arate că dreptele a, b, c sint coplanare. 


4. Arătaţi că nu există patru drepte cu un punct comun, perpendiculare două 
cite două. j 


5. Fie d | e şi d” ||d. Arătaţi că d’ | a. 

6. Să se arate că două drepte distincte, perpendiculare pe un plan a, sint paralele. 
7. Dacă d | a şi d! ||a, atunci d’ | d. 

8. Arătaţi că două plane perpendiculare pe o dreaptă sînt paralele între ele. 


© 9. Să se arate că locul geometric al punctelor egal depărtate de două puncte distincte 
A şi B este un plan perpendicular pe AB, care trece prin mijlocul O al segmentului [AB], 
(numit planul mediator al lui [AB]. 


Indicaţie. Fie a planul prim O perpendicular pe AB. Dacă AM = BM, atunci 
MO | AB, deci M ea. Dacă M ea, atunci MO | AB, deci AM = BM. 


10. Să se afle locul geometric al punctelor din spaţiu egal depărtate de vîrfurile unui 
triunghi ABC. 


11. Arătaţi locul geometric al punctelor egal depărtate de toate punctele unui cerc. 
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Fig. Vlo- Fig. VS. 


Teorema 4. (Teorema celor trei perpendiculare.) 
Fie PA o dreaptă perpendiculară pe un plan « (A € a), d o dreaptă conținută 
în planul « şi AB L d, B E d. Atunei PB L d (fig. V.7). 

Demonstraţie. Deoarece d L AP, d L AB, rezultă că d este perpendicu- 
lară pe orice dreaptă conținută în (PAB) (teorema 1), deci d L PB. 


Teorema reciprocă |. Dacă PA La, ASau dca PBLd, 
B € d, atunei AB _ d (fig. V.7). 

Teorema reciprocă 2. Dacă 4 ca. dca ABLd, BEd, 
PB L d, PA L AB, atunei PA L a (fig. V.7). 

Demonstraţiile teoremelor reciproce se lasă ca exercițiu. 

Să considerăm un plan « și un punct A e a. Dacă AA’ La, A' E a, 
punctul A’ se numește piciorul perpendicularei din A pe planul a sau proiecția 
oriogonală a punctului A pe planul «, iar numărul AA”, notat cu d(A, «), 
se numește distanța de la punctul A la planul «a (fig. V.8). Dacă A E a, 
AA, a) 250. | 

Teorema 5. Fie un plan «, un punet A € «şi M € a. Atunei distanța 
de la A la « este mai mică sau egală cu distanța AM. 

Demonstraţie. A' fiind piciorul perpendicularei din A pe planul «, dacă 
A' + M în triunghiul dreptunghic AA’ M segmentul [AA] este o catetă, iar 
[AM] ipotenuza. 

Observaţie. Distanţa de la un punct A la o dreaptă a (care nu trece prin A) se defineşte 
ca și în geometria plană: ducind în planul (Aa) perpendiculara din A pe a şi notind cu A’ 


piciorul acesteia, distanţa de la A la a este dată de d(A4, a) = AA’. Se ştie că d(4, a) 
este cea mai mică dintre distanţele AM, unde M ea. 


Exerciţii 


. 


12. Fie ABC un triunghi isoscel ((4B) = (AC)), M mijlocul laturii [BC] şi AN 
perpendiculară pe (ABC); arătaţi că MN | BC. 


13. Fie A’, B’, C’ picioarele perpendicularelor duse dintr-un punct oarecare P din 
spaţiu pe laturile triunghiului ABC. Arătaţi că ducind în planul (ABC) perpendicularele 
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pe laturile, lui ABC în A’, B’, C’, se obțin trei drepte concurente. Generalizare pentru un 
poligon. 


14. Pe planul paralelogramului ABCD se ridică perpendiculara AE. Să se calculeze 
distanţele de la punctul E la dreptele BC și CD, ştiind că AB = 2a, AD = AE = a şi 


N 
m(BAD) = 60°. 


15. Se dau: planul « și punctele A es, Bg a. O dreaptă variabilă d trece prin A și 
este conținută în planul «. Să se afle locul geometric al picioarelor perpendicularelor din 
B pe d. 


16. Se dau: dreapta a și punctul A ga. Se cere locul geometric al picioarelor per- 
pendicularelor din A pe planele care trec prin a. 


17. Se consideră un plan « care trece prin mijlocul unui segment [AB]. Să se arate 
că punctele A și B sînt egal depărtate de planul g. 


18. Determinaţi un plan care să treacă printr-o dreaptă dată, să fie echidistant de 
două puncte A și B date și să separe punctele A şi B. 


Indicaţie. Planul va trece prin mijlocul segmentului [AB]. 


19. Printr-un punct dat să se ducă o dreaptă care să intersecteze o dreaptă dată și 
să fie perpendiculară pe o altă dreaptă dată. 


C 


20. Fie « şi B două plane distincte, a căror 
intersecție este dreapta d și fie M un punct nesituat 
în «UB. Se duc dreptele MM, şi MM,, perpendicu- 
lare respectiv pe «, B. Să se arate că dreapta d este 
perpendiculară pe planul (MM,M3). 


21. Fie a un plan, d o dreaptă în « și A un 
punct exterior lui «. Din A se duce perpendiculara AB 
pe d(B ed), iar prin B perpendiculara d' pe d, 


situată în a. Se ia pe d” punctul C astfel ca Bt 
să fie un unghi ascuţit și (BC) = (48). Din C se 
duce perpendiculara CC’ pe AB (C' e AB) şi se ia pe (CB) punctul D astfel ca 
(CD) = (40). Să se arate că dreapta AD este perpendiculară pe planul a. 


Fig. V.9. 


22*, Se dau un plan « și un punct Aga. Să se afle locul geometric al punctelor 
M e a astfel ca segmentul (AM) să aibă o lungime dată. 


28. Fie O punctul de intersecţie al mediatoarelor unui triunghi ABC şi M un punct 
nesituat în planul (ABC). Să se arate că OM L (ABC) dacă și numai dacă (AM) = 
= (BM) = (CM). 


24. Fie O, A, B, C patru puncte astfel ca OA | OB | OC LOA și se notează a = 
=0A, b = OB, c = OC. 1) Să se calculeze lungimile laturilor triunghiului ABC în funcţie 
de a, b, c. 2) Să se calculeze aria.o[ ABC] și să se demonstreze relaţia ol ABCF = (04B + 
+ [OBC]? + [OCA]. 3) Să se arate că proiecția ortogonală a punctului O pe planul 
(ABC) este ortocentrul H al triunghiului ABC. 4) Să se calculeze distanța OH. 


Indicaţie. 3) Se va arăta că AB | CO, AB L OH, din care se deduce că AB | CH 
(fig. V.9). 


73 


25*. Se consideră punctele necoplanare A, B, C, D şi dreptele AA", BB’, CC’, DD’ 
perpendiculare respectiv pe planele (BCD), (ACD), (ABD), (ABC). Să se arate că dacă 
dreptele AA” și BB’ sînt concurente, atunci dreptele CC“, DD” sînt coplanare. 


Indicaţie. Din CD | AA’, BB’ se va deduce că CD | AB. În continuare se va folosi 
faptul că prin CD putem duce un plan perpendicular pe AB. ` 


26*, Fie A, B, C, D patru puncte necoplanare. Să se arate că AB | CD şi AC | BD 
implică AD L BC. 

27*. Pe muchiile unui unghi triedru cu virful O se iau punctele A, B, C, astfel ca 
(04) = (OB) = (0C). Să se arate că piciorul perpendicularei din O pe planul (ABC) 
coincide cu punctul de intersecţie al mediatoarelor triunghiului ABC. 


$ 2. inegalităţi geometrice. 
Unghiul unei semidrepte cu, un plan 


Lemă. Dacă triunghiurile ABC şi A'B'C' au (AB) = (A'B'), (AC) = 
= (4'0"), À > Â', atunci (BC) > (B'C"). 


Demonstraţie. Construim punctul D în semiplanul lui C, faţă de AB, 
astfel ca AABD = AA4'B'C, (fig. V.10). Atunci triunghiul A DC este isoscel 


. d DN . . i . . ~ . . 
şi (AD c Int BAC, deci și bisectoarea unghiului CAD va fi situată în inte- 


Pai 
riorul lui BAC, prin urmare aceasta va intersecta segmentul (BC) într-un 
punct E. Rezultă (EC) = (ED) şi BC = BE + EC = BE + ED > BD = 
=. BC! 
Corolar. Dacă triunghiurile ABC şi A'B'C' au (åB) = (4'B'), (AC) = 
= (A'C'), (BC) > (B'C’), atunci > 4'. 

Demonstraţi corolarul prin reducere la absurd! i 

Să considerăm un plan dat « și o semidreaptă dată [AB cu A E g, 
Be a. Vom studia unghiurile formate de [AB cu diferitele semidrepte de 
origine A, situate în planul «. Dacă AB L «, toate aceste unghiuri sint con- 


C 
D cli 


A B A B’ 
Fig. V.10. 
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gruente. Dacă AB nu este perpendicular pe æ, unul dintre ele este mai mic 
decât celelalte; teorema următoare precizează acest unghi. 


Teorema 1. Fie « un plan, A Ea Be œ iar B' proiecția ortogonală 
a punctului B pe planul « (fig. V.41). Oricare ar fi punctul M E « — (AB, 
avem 


À ~ ~ 
B'AB < MAB 

Demonstrație. Determinăm punctul Ne (AM astfel ca (AN) = (UB). 
Deoarece BB' este distanța de la B la planul « rezultă BN > BB' şi apli- 
cind corolarul de mai sus triunghiurilor ABN şi ABB, obţinem că NAB > 

Po : 
> B'AB. 

. sjt . A . . . 
Definiţie. Unghiul B'AB se numește unghiul semidrepie! [AB cu planul «. 


EI este cel mai mic unghi format de [AB cu 0 semidreaptă de origine A, 


Ps 
inclusă în æ. Unghiul B'AB se mai numeşte unghiul dreptei AB cu planul «- 


Exerciţii 


1. Cu notaţiile figurii V.4t avem de 


~ ~ 
asemenea: MAB’ < MAB. 

Indicaţie. Fie MM' LAB, M'e AB'. 
Cum MM’ | BP’, dreapta MM’ este per- 
pendiculară pe planul (ABB). Aplicaţi teo- 
rema 1 semidreptei [AM și planului (ABB). 


| Fig. Vll. 
2. Vîrtul A al triunghiului isoscel ABC ((4B) = (AC)) se proiectează ortogonal 
Pas ~ 
în A’ pe un plan « care trece prin BC. Arătaţi că BA'C > BAC (fig. V-12). 
Po 
Indicaţie. Fie D mijlocul lui [BC] și Ee (DA, (DE) = (DA). DA'C este un unghi 
exterior al triunghiului A'CE. 


Fig. V12. Fig. V18. 
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A 

Teorema 2. Într-un unghi triedru abc avem 
PN A Ar 
m(a5) + m(bc) > m(ac). 


A 
Demonstraţie. Fie O virful lui abc, A, B, C cite un punct pe a, b, c, distincte de O, 
iar B’ piciorul perpendicularei din B pe planul (OAC) (fig. V.13). Conform exerciţiului 1 


~ A Pai 
m(ad) > m(408”), m(bc) > m(B'0C). 


~ ~N ~ ~ j N 
Dacă B'e Int AOC sau B' e AOC, suma m(40B') + m(B'0C) este egală cu m(ac), iar 


PN 2 N 
dacă B’ este în exteriorul unghiului AOC, atunci această sumă este mai mare decît m(ac). 
În orice caz 


~ PN. N 
m(40%) + m(40€) > mlo) 
şi teorema rezultă din inegalităţile stabilite. 


Exerciţii 


3. Cu notaţiile teoremei 1, fie [4A B” semidreapta opusă lui (AB. Să se arate că pentru 


p ~ AN 
orice punct M ea —[AB” avem B'AB > MAB. 


4*, Arătați că pentru orice unghi triedru be avem: m(ab) + m(be) + m(ea) < 360°. 
5*. Fie « un plan, A €e«, iar B şi C două puncte de aceeași parte a lui a astfel 


i ~ 
ca AC | a. Arătaţi că CAB este un complement al unghiului format de [AB cu e. 
N 
6*. Fie B’ un unghi diedru cu muchia m și Ae m. Să:se arate că-dintre toate semi- 
dreptele cu originea A şi conţinute în semiplanul 8’, aceea formează unghiul cel mai mare 


posibil cu planul a, care este perpendiculară pe m (suportul ei se numește dreapta de cea 
mai mare pantă a lui B față de «). j 


« § 3. Măsura unui unghi diedru. Plane perpendiculare 
Fie aD un unghi diedru propriu şi O, 0' două puncte oarecare pe muchia 
lui. Se duc în semiplanul a semidreptele (OA, (0'A”, iar în B' semidreptele 
~ 
(08, (O'B' toate perpendiculare pe 00' (fig. V.14). Unghiurile AOB și 


A'0'B' au laturile paralele; mai mult, ele se găsesc în situația de pe figura 
1V.23 şi din demonstraţia teoremei 4 de la Cap. IV. $5 rezultă că 


3 PN [N 
(1) ; AOB = 4'0'P'. 
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Dotiniţie. Prin măsura unghiului diedru propriu aò înțelegem 
AN ~ 
numărul m(a'6”) 4? m(40B). 
Relaţia (1) ne arată că acest număr nu depinde de alegerea lui O € d, 


deci el este determinat unic pentru fiecare unghi diedru propriu. Prin definiţie, 
un unghi diedru nul (respectiv plat) are ca măsură 0° (respectiv 180°). 


PN 
Definiţie. Semiplanele a' şi B’ se zic perpendiculare dacă m(a'6') = 90°. 
În acest caz și planele œ, B, care conţin semiplanele a, 8’, se numesc perpen- 
diculare şi se notează a L f. Evident «a L B = B L «. 


Exerciţii 


1, Fie « un plan, a un semispaţiu închis limitat de œ, a! un semiplan conţinut în « şi 
a un număr real, cuprins între 0 şi 180. Să se arate că există un singur semiplan $’, avînd 
A 
frontieră comună cu a, astfel încît co și m(a'f') = a. 
Indicaţie. Problema revine la construirea unui unghi într-un plan perpendicular pe 
frontiera lui a'. . 
. PN . : . s43 : N 
© 2. Fie «B un unghi diedru propriu. Construiţi un semiplan Y astfel ca m(a'y) = 


A A 
= m(y'ĝ’). Arătați că problema are două soluții dintre care una este situată în Int «B 


N 

(numit semiplanul bisector al lui 4”; suportul său se numește planul bisector al lui CB). 
3. Să se arate că locul geometric al punctelor egal depărtate de două plane secante 
a, B este format din două plane perpendiculare, și anume din reuniunea planelor bisec- 

toare ale unghiurilor diedre determinate de « şi B. i 
Teorema l1. Dacă d este o dreaptă perpendicvlară pe un plan «, atunei 
orice plan B care conține dreapta d, este perpendicular pe.planul a (fig. V.15). 
Demonstraţie. Dacă a = «Np, (4) =dha şi a, P” sint semiplane de 
suport a respectiv f, limitate de a, atunci ducind prin A, în planul a, dreapta b 


N , 
perpendiculară pe a, avem d -L b, deci m(«'ß’) = 90°. 


aai Fig. V14. Fig. V15. 
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Exerciţii 
© 4. Dacă a și B sînt două plane perpendiculare, Q e B şi d perpendiculara prin Q pe œ, 
să se arate să dc B. í 


5. Se consideră o dreaptă d inclusă în planul «. Arătaţi că reuniunea dreptelor per- 
pendiculare pe «, care intersectează dreapta d, este un plan perpendicular pe «. 


6. Să se afle locu] geometric al punctelor la egală distanță de două drepte concu- 
rente. : i 


7. Arătaţi că un plan « perpendicular pe două plane secante este perpendicular pe 
intersecţia lor. : 


8*. Fie A un punct nesituat în planul «. Să se afle intersecţia tuturor planelor care 
conţin punctul A şi sînt perpendiculare pe planul «. > 


9*. Duceți printr-o dreaptă dată un plan perpendicular pe un plan dat. 
10%. Duceţi printr-un punct dat un plan perpendicular pe două piane date. 
11%, Intersectaţi un unghi diedru cu un plan astfel ca unghiul de secţiune să fie drept. 


12. Arătaţi că o dreaptă d și un plan a, perpendiculare pe un alt plan, sînt paralele 
între ele sau dreapta d este conținută în planul a. 


18. Fie a şi B două plane perpendiculare, A € «, iar d o dreaptă perpendiculară pe f. 
Să se arate că paralela prin A la d este conținută în planul a. 


14. Dacă trei plane perpendiculare pe un plan se intersectează două cite două după 
dreptele a, b, c arătaţi că a ||b ||c. 


15*. Dintr-un punct A se duc perpendicularele AB şi AC pe planele feţelor unui 
Ps A , ~” N Poni A 
unghi diedru af”. Să se arate: m(BAC) = m(«'ß’) sau m(BAC) = 180° — m(a'B”). 


$ 4. Proiecţii ortogonale 


Froiecţia (ortogonală ) a unui punct P pe un plan « a fost definită în $14 
ca intersecția cu planul « a perpendiċularei pe «, dusă prin punctul P. Ea se 
notează: P* = prąP. 

Prin proiecția unei mulțimi M pe un plan « se înţelege mulțimea 


Pra M = {praP | P E€ MY} 
formată din proiecţiile tuturor punctelor din M. 


Teorema 1. Proiecjia unei drepte d pe un plan œ este o dreaptă sau 
un punet, 


Demonstraţie. Dacă d_ a, este clar că prad este un punct. Să presupunem 
în continuare că dreapta d = AB nu este perpendiculară pe planul « 
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(fig. V.16) și A Æ a. Fic A*, B* pro- 
iecţiile lui A,B pe a şi p = (AA* B). 
Deoarece B conţine o dreaptă perpen- 
diculară pe a rezultă că B L a. Fie M 
un punct oarecare de pe dreapta d 
şi M* = pra M. Atunci MM* | AA* 
şi MM* c p, deci M* CaNp = A*B*. 
Astfel am arătat că prad. C A*B*. 

Pentru a demonstra incluziunea 
contrară, luăm un punct oarecare 
N € A*B* şi arătăm că N € prad. Paralela la AA*. dusă prin W, este 
conținută în planul 6, deci va intersecta dreapta d într-un punct P. Atunci 
N = Pra P, deci N € Pre d. 

Planul 6, determinat prin 6 -L «şi B D d, se numeşte planul proiectant al 
‘dreptei d. Reținem că proiecția dreptei d pe planul a poate fi obținută prin 
intersecția planului « cu planul proiectant al lui d. 


Fig. V.16. 


7 


Exerciţii 


1. Să se'arate: dacă dreptele d şi d” sînt paralele atunci prad || prad’ sau prad = prad’. 
Ce putem spune despre planele proiectante ale lui d şi d'? > 

2. Arătaţi că proiecția unui paralelogram pe un plan este un paralelogram sau un 
segment. 


~ 
3. Ştiind că latura [OA a unghiului drept AOB este paralelă cu un plan a, să se arate 


că proiecția pe planul a a unghiului 10 este un unghi drept. 

4. Fie A'B'C' proiecția triunghiului ABC pe un plan æ. Arătaţi că centrul de greutate 
al triunghiului ABC se proiectează în centrul de greutate al triunghiului A'B'C'. Este 
valabil un rezultat analog pentru ortocentru? 

5. Să se afle locul geometric al punctelor din spaţiu care se proiectează pe un plan 
după o dreaptă dată. 

6*. Fiind date punctele necoplanare A. B, C, D, să se determine un plan pe care 
punctele A, B, C, D se proiectează în vîrfurile unui paralelogram. s 

7*. Se consideră toate triunghiurile din spațiu care se proiectează pe un plan æ după 
acelaşi triunghi. Să se afle locul geometric al centrelor lor de greutate. 

8*. Fie A un punct nesituat pe dreapta d. Determinaţi un plan æ astfel încît prąd să 
treacă prin Pra. 

9*. Determinaţi un plan pe care trei drepte date să se proiecteze după drepte con- 
curente. | 

10%. Fie a, B două plane care se taie după o dreaptă a şi fie d o dreaptă perpendiculară 
pe a. Să se arate că proiecţiile-dreptei d pe planele a, B sînt concurente. 

11*. Se consideră un triunghi triedru astfel ca nici una din muchii să nu fie perpen- 
diculară pe faţa opusă. Arătaţi că proiectind muchiile pe feţele opuse, se obţin trei plane 
'proiectante care conţin o dreaptă comună. 
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Prin unghiul a două plane œ şi f, care 
se intersectează după dreapta d, vom înțelege 


' LE 
oricare unghi MON, unde O ed, M E &, N EP, 


OM d, ON L d ṣi m(MOĂ) < 90° (fig. V-17). 
Dacă « || B sau « =, prin unghiul lui « și 6 
înţelegem un unghi nul. Ca şi unghiul a două 
drepte, nici acestă noțiune nu este determinată 
Fig. V.17. unic, dar toate unghiurile a două plane a și f sînt 

congruente între ele. Așadar, măsura unghiului 
a două plane secante este un număr unic, egal cu cea mai mică dintre măsu- 
rile unghiurilor diedre determinate de planele « și 8. 

Teorema 2. Dacă triunghiul ABC, situat în planul a, are aria S, 
proiecția lui A BC pe planul 6 are aria S’ și măsura unghiului celor două plane 
este ọ, atunei 
(1) S = $ cos Q. 

Demonstrația se tace în trei etape. 

1) Fie latura [BC] a triunghiului ABC situată în iasul (fig. V.18), 
A' = prA și D= sg A Conform teoremei celor trei perpendiculare 
A'D L BC, deci e = p(ÂDĂ'). Din egalitățile s = Z242, şi 540, 
A'D = AD: cos e deducem imediat relația (1). 

2) Latura [BC] este paralelă cu planul $ (fig. V. 19). Fie A’, B', C’ proiec- 
tiile punctelor A, B, C pe planul f. Putem duce prin dreapta BC un plan B* 
paralel cu B, care taie dreapta AA” în A*. Se observă că patrulaterele BCC'B', 
CA*A'C', A*BB'A' sînt dreptunghiuri, deci AA*BO = AA'B'0' şi aceste 


Fig. V.18. Fig. V.19. 
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triunghiuri au arii egale. Ținind seama Fig. V.20. 
şi de faptul că planul a determină cu 
planele f şi f* unghiuri de aceeași 
măsură, formula (1) este valabilă şi în 
acest caz. 


3) Considerind cazul general 
putem presupune că (CC”) < (BB) < 
< (44). Intersectăm planul paralel 
cu B, dus prin B, cu planul « după 
dreapta BD (unde D €E (4C)). Punc- 
tele A, B, C, D se proiectează pe 
planul ßB în A’, B', C', D’ (fig. V.20). 
Notând cu Sı Sa Si, S2 ariile triunghiurilor ABD, CBD, A'B'D' respectiv 
C' B' D', putem scrie conform cazului 2): 


(2) Si = Sa cos p, Sa = Sacose. 


Dar 5, + S2 = S, Si +53 = S’, deci adunind membru cu membru egalităţile 
(2), se obţine relaţia (1). 


Exerciţii» 


12. Arătaţi că formula (1) este valabilă şi în cazul în care S reprezintă aria unei supra- 
feţe poligonale situate în planul a, iar S’ aria proiecției ei pe planul f. 

Indicaţie. Descompuneţi suprafața poligonală în triunghiuri. 

13. Fie ABC un triunghi, AB = 9, BC = 10, AC = 17. Proiecţia triunghiu- 
lui ABC pe un plan f are aria egală cu 18. Să se afle măsura unghiului planelor 
(ABC) şi B. 

14. Se dă triunghiul ABC cu laturile BC = 4, CA = 6, AB = 3. Se ridică în A, B, C 
perpendiculare pe planul triunghiului și se iau pe ele, de aceeași parte a planului (ABC), 
punctele A’, B’, C’ astfel ca AA’ = 2, BB’ = 6, CC’ = 9. Să se calculeze măsura unghiului 
planelor (ABC) şi (4'B'C"). i 

15. Triunghiul ABC, avînd laturile AB = 5, AC 12, BC 13, se proiectează 
pe un plan paralel cu latura [AC] după triunghiul A’B’C’. Ştiind că A'B' = 4, să se cal- 
culeze B'C” și măsura unghiului planelor (ABC) şi (4'B'C%). 

16. Se consideră dreptele OA, OB, OC, perpendiculare două cite două. Știind că 
OA = a, OB’ = b; OC = c, să se calculeze măsura unghiului planelor (ABC) și (OAB). 


17. Să se arate că pătratul lungimii unui segment este egal cu semisuma pătratelor 
lungimilor proiecțiilor acelui segment pe trei plane perpendiculare două cîte două. 

18. O dreaptă taie două plane perpendiculare & şi B în A și B. fie A’, B’ proiecţiile 
punctelor A, B pe dreapta «NB. 1) Arătaţi că AB? = AA? + A'B”? + B'B2. 2) Dacă 
a,b, e sint măsurile unghiurilor dreptei AB cu planele «, B și cu «NB, atunci 


"pr 
cosc = “—— și sin?a + sin? b = sin? c. 
AB 
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G — Geometrie şi trigonometrie, cl. a X-a 


19. Fie ABC an triunghi situat într-un plan a, A'B'C” proiecția lui pe un plan ß, 
iar A”B"C” proiecția triunghiului A'B'C” pe planul «. Notind cu S, 8%, S” ariile triunghiu- 
rilor ABC, A'B'C', A”B”C” să se arate că S’ este medie proporţională între $ și S”. 


/ 


Exerciţii recapitulative 


1. Un tetraedru [ABCD] are (AC) = (AD) = (BC) = (BD). M şi N fiind mij- 
loacele muchiilor [AB], [CD], să se arate: 

a) MN | AB, MN | CD, AB | CD. 

b) Dacă A”, B’, C’, D’ sînt picioarele perpendicularelor duse din vîrturile A, B, C, D 
pe fețele opuse ale tetraedrului, punctele B, A’, N sînt coliniare, şi la fel A, B’, N; D, C’, 
M; C, D’, M. 

c) AA’, BB’, MN şi CC“, DD’, MN sînt cîte trei drepte concurente. 

2. Dacă semidreptele [OA şi [OB au originea lor în planul «, OA | şi OB | æ 
atunci cele două semidrepte formează un unghi ascuțit sau obtuz, după cum sînt sau nu 
de aceeași parte a planului g. i 

3. a) Arătaţi că cele șase plane mediatoare ale muchiilor unui tetraedru au un punct 
comun. b) Prin acest punct trec și perpendicularele pe fețele tetrasdrului, duse prin cen- 
trele cercurilor circumscrise acestor feţe. 

4. Să se afle locul geometric al punctelor din spaţiu care au diferența pätratelor dis- 
tanțelor lor la două puncte date egală cu un număr dat. = 


5. Se dau un plan g, un punct A € q, un punct B g£o şi un unghi R Să se constru- 
iască o semidreaptă [AM, inclusă în planul a, care să formeze cu [AB un unghi. congruent 
cu A, Discuţie. 3 

© 6. Fie d şi d! două drepte necoplanare. Să se arate că există punctele unice A ed, 

A’ ed’ astfel ca AA’ | d şi AA” | d’. (Dreapta AA’ se numeşte perpendiculara comună 
a dreptelor d și d.) 
Indicaţie. Există un plan unic « care trece prin d şi este paralel cu d’. Cum AA tre- 
ə buie să fie conţinut în planul proiectant al lui d” pe «, punctul A coincide cu d N prad’, 
iar A’ cu intersecţia lui d” cu perpendiculara pe «, ridicată în punctul A (fig. V.21). 
O 7. Cu notaţiile exerciţiului 6 fie Med, M’ e d’. Să se arate că AA’ < MM, ega- 
litatea fiind posibilă numai dacă M = A și M = A 

8*. Fie AA” perpendiculara comună 
a dreptelor necoplanare d, d! și Med, 
M’ ed’ astfel ca (AM) = (4'M'). Să se 
afle locul geometric al mijlocului segmen- 
tului [MM]. 

9. Într-un plan «se dau două drepte 
perpendiculare d,, dą care se intersectează 
în punctul O. Distanţele unui punct M 
din spaţiu, nesituat în planul œ, la drep- 
tele d, și d, sint egale respectiv cu 3a și 
na, iar MO = 3a 2. Să se calculeze 
distanţa de la M la planul g. 

10. Se consideră un  tetraedru 
[VA BC] cu următoarele proprietăţi: ABC 
Fig. V.21. este un triunghi echilateral de latură a 


k- a 7 ro t 


(ABC) L (VBC), iar planele (VAC) şi (VAB) formează cu planul (ABC) unghiuri de mă- 
sură 60°. Să se calculeze distanţa de la punctul V Ia planul (ABC). 


11. Se dă dreptunghiul ABCD cu AB = 4 şi BC = 2. Pe planul dreptunghiului 
se ridică perpendicularele AA, BB,, CC, și DD,, punctele A,, Bı, Cu, D; fiind de aceeaşi 
parte a planului (ABC) și AA, = 3, BB, = 8, CC, = 1, DD, = 2. M şi N fiind mij- 
loacele segmentelor [4,0,] respectiv [8,D,], să se calculeze lungimea segmentului 
[MN]. 


12. Toate muchiile unui tetraedru au lungimea a. Să se arate că un virf se proiectează 
pe fața opusă în centrul de greutate al-acesteia. Să se afle măsura unghiurilor diedre deter- 
minate de cîte două fețe. 7 


ca 
18. Se consideră un tetraedru [ABCD]. astfel ca AB = AC = a, m(BAC) = a și 
semidreptele [AD, [BD, [CD formează cu planul (ABC) unghiuri congruente, de măsura f. 
Să se:calculeze distanţa de la punctul D la planul (480). 


14. Fie DE o dreaptă perpendiculară pe planul pătratului ABCD. Știind că BE = 
= l și măsura unghiului format de [BE și (A BC) este f, să se determine lungimea segmen- 
tului [AF] și unghiul lui [AE cu planul (ABC). 


„15. Dreapta CD este perpendiculară pe planul triunghiului echilateral ABC de la- 
tură a, iar [AD și [BD formează cu planul: (ABC) unghiuri de măsură B. Să se găsească 
unghiul planelor (ABC) și (4BD). 


2 ~ ~ 
16%. Într-un tetraedru [ABCD] avem DA =DB = DC = l, m(ADB) = m(ADC) = 


~N 
= a şi m(BDC) = ß. Să se afle distanța punctului D la planul (ABC) şi distanța 
punctului A la planul (BCD). : 


17*. Se dau: un plan g, punctele necoliniare A, B, C, exterioare acestui plan şi un 
triunghi DEF C e. Să se determine un punct P astfel încît, notînd cu A“, B’, C’ punctele de 
intersecţie ale dreptelor PA, PB, PC cu planul «œ, triunghiurile A’B’C’ și DEF să aibă 
laturile respective paralele. 


18%, Fiind date planul « și triunghiurile ABC, A'B'C“ nesituate în acest plan, să se 
determine un triunghi DEP, așezat în planul a, astfel încît, pe de o parte dreptele AD, BE, 
CF şi pe de altă parte drepțele A'D, B'E, CF să fie concurente. 


6* 


Capitolul VI 


Poliedre 


În capitolele VI şi VII se vor studia unele mulţimi de puncte din spaţiul 
euclidian numite adesea corpuri geometrice. Pentru ele se vor defini noțiuni 
şi se vor demonstra proprietăţi analoage cu cele stabilite în cazul geometriei 

' plane 'pentru suprafeţele poligonale. 
“ Spaţiul euclidian este un model matematic al spaţiului fizic, el reflectînd 
proprietăţile privind forma corpurilor din spaţiul fizic şi poziţia lor reciprocă. 
` Corpurile geometrice pe care le vom studia sînt imagini matematice ale unor 
corpuri bine cunoscute din spaţiul fizic. Această circumstanță specială, intil- 
nită în cazul geometriei euclidiene, ne permite ca în studiul ce-l vom între- 
prinde (cap. VI și cap. VII) să acordăm un rol important intuiției spaţiale, 
cunoştinţelor noastre obţinute din contemplarea şi studierea spațiului fizic. 
Unele teoreme vor fi date fără demonstraţie, conţinutul lor fiind justificat doar 
în mod intuitiv. Menţionăm că teoremele respective pot fi demonstrate riguros 
în cadrul sistemului axiomatic din manual, dar acest lucru ar mări prea mult 
volumul expunerii. 

Facem observaţia că noţiunile de congruenţă şi asemănare a două mul- 
ţimi de puncte din plan se extind în spaţiu și păstrează aceleași proprietăţi. 
Mulţimile M, M’ c 8 se numesc congruente dacă există o funcţie bijectivă 
f: M > M' pentru care PO = f(P)NQ) oricare ar fi punctele P,Q E M, 
iar funcţia f se numește izomeirie. Mulţimile M, M' se numesc asemenea 
dacă există o fungţie bijectivă f: M = M’ şi o constantă k >> 0, astfel încît 
PQ = kf(P)f(Q) oricare ar fi punctele P, Q € M, iar funcția f se numeşte 
asemănare. 

Dacă [L] şi [L'] sînt T suprafețe poligonale incluse respectiv în planele 
a şi B şi [L] = [L] atunci ariile lor sînt egale, iar dacă [L] și [L/] sînt asemenea, 
k fiind raportul de asemănare, atunci raportul ariilor lor este k?. 


E $ 1. Prisma 


Definiție. Fie S o suprafaţă poligonală cu frontiera poligon, inclusă 
într-un plan a, d o dreaptă care nu este paralelă cu planul « şi nici conținută în 
acesta şi a! un plan paralel cu planul æ. Pentru fiecare punct M € S se con- 


sideră dreapta care trece prin M, paralelă cu dreapta d şi care intersectează 
i 
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planul «' într-un punct M’. Mulțimea 
formată din reuniunea tuturor seg- 
mentelor [MM'] se numește prismă 
(fig. VI.1). 

Proprietatea 1. Locul geo- 
metric al punctelor M’ € a' din defi- 
niția precedentă este o suprafață poli- 
gonală S’ şi S = S”. 

Demonstrație. Se va arăta că legea c 
M — M' defineşte o izometrie. Într-a- Fig. VII. 
devăr, dacă M, N € S, M + N ṣì M > M,N > N', rezultă MNN'M' este 
un paralelogram (fig. VI.1), (planul (MNM’) taie planele paralele «, « după 
două drepte paralele). Rezultă că S’ = S. 

Observație. Dacă S = [As43... An] şi A; > Ai, (i = 1, 2, ..., n) atunci 
din demonstrația precedentă rezultă că S” = [4443 ... Ah] şi au loc următoa- 
rele relații: A;A; || 4;4;, [AA] =[4;jA;] pentru i + j, (i, j = 1, 2, .., n), 
AAia | AiAira [44i] iz ari [A Aia] ( FE 1, 2, en PN 1), şi AsAn | AA ' 
[AA] [AA] (fig. VI.1). Pentru prescurtare, se va nota prisma cu 
P =— [AsAa... A4,A3 ... A]. Prisma este determinată dacă se dau virturile ei. 

Suprafeţele poligonale S, S’, [AA Aia 4il, (i =1, 2, a, n — 1), 
[AA A„A1] se numesc fețele prismei, segmentele [A;A;ul, [AAi], 
(634,2, n A [AA], “italice (i = 1,2, ..., n), se numesc muchiile 
prismei, iar punctele A, A; (i = 1, 2, ..., n) se numesc pirfurile prismei. 
Dintre acestea, § şi S’ se mai numesc și RA prismei iar celelalte fețe se 
numesc fețe laterale, muchiile [ 4;A;], (i = 1, 2 ,..., n) se numesc muchii 
laterale. Distanţa dintre planele bazelor unei Ciad se numeşte înălțimea 
prismei și se va nota cu I. Prin înălțimea unei prisme se va mai înţelege şi 
segmentul determinat de bazele prismei pe perpendiculara comună. O diago- 
nală a unei prisme este un segment determinat de două virturi ale prismei 
care nu aparţin aceleiași feţe laterale. 

„Din demonstraţia proprietăţii 4 rezultă că poligoanele care determină 
feţele laterale ale unei prisme sint paralelograme. Reuniunea feţelor unei 
prisme formează suprafața sau frontiera prismei. Mulțimea punctelor unei 
prisme care nu aparţin suprafeţei sale formează interiorul prismei. 


Aria prismei 


Suma ariilor feţelor-unei prisme se numește aria totală a prismei, iar suma 
ariilor feţelor laterale se numește aria laterală a prismei; ele se vor nota. res- 
pectiv cu c,(P) și o,(P). Dacă B = o(5), evident 


„s(P) = o(P) + 28 
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Prisma cu muchiile laterale perpendiculare pe planele bazelor se numește 
prismă dreaptă. Prisma cu poligoanele bazei parelelograme se numește para- 
lelipiped. Paralelipipedul drept cu baza dreptunghi se numește paralelipiped 
dreptunghic. Dacă toate fețele unei prisme sint suprafeţe pătrate, prisma se 
numeşte cub. Prisma dreaptă cu baza poligon regulat se numește prismă 
regulată. 


Exerciţii 


1. Să se demonstreze că proiecţiile unui punct din Pali pe muchiile laterale ale 
unei prisme sînt coplanare. - 


2. Se dă o prismă triunghiulară cu bazele [ABC] și [4'B'C“]. Fie D, E, F centrele de 
simetrie respectiv ale feţelor [BCC'B'], [ACC'A7], [ABB'A']. Să se arate că dreptele AD, 
BE şi CF sînt concurente. 


3*. Baza unei prisme este un triunghi echilateral cu latura 6 //3. Un vîrf al unei 
baze se proiectează pe cealaltă bază, în mijlocul unei muchii ale acesteia. Înălțimea prismei 
fiind 12, să se afle aria laterală a prismei. 


4. Baza unei prisme este un pătrat cu latura a. Una din feţele laterale este pătrat, 
alta este un romb cu un unghi de măsură 60°. Să se afle aria totală a prismei. 


5. Baza unei prisme este un triunghi echilateral cu latura a. Muchiile laterale formează 
cu planul bazei un unghi de măsură 60°. Unul din virturile bazei se proiectează pe cealaltă 
bază în centrul cercului circumscris acesteia. Să se afle înălțimea prismei şi aria totală. 


6. Într-o prismă triunghiulară distanţele dintre muchiile laterale sint 3,4 şi 5, iar 
lungimea muchiilor laterale este 6. Să se afle aria laterală a prismei. 


7. Baza unei prisme este triunghi echilateral cu latura a; lungimea muchiilor laterale 
este b. Una din muchiile laterale formează cu muchiile adiacente ale bazei- unghiuri cu 
măsura 60°. Să se afle aria laterală a prismei. 


8. Într-o prismă triunghiulară, două feţe laterale sînt perpendiculare între ele şi au 
ariile respectiv de 60 şi 80. Să se afle aria laterală a prismei dacă lungimea muchiilor late- 
rale este 10. . 


9*. Să se demonstreze că diagonalele unui paralelipiped sînt concurente, punctul de 
intersecţie al acestora fiind şi centrul de simetrie al paralelipipedului. 


10*. Să se arate că într-un paralelipiped oarecare, suma pătratelor celor patru diago- 
nale este egală cu suma pătratelor celor 12 muchii. ; 


11%, Fie O un vîrf al unui paralelipiped oarecare iar A, B, C virturile situate pe 
muchiile care conţin punctul O. Să se demonstreze că punctul G, în care diagonala parale- 
lipipedului ce trece di O intersectează (ABC), este centrul de greutate al triunghiului 


ABC şi că OG este = din lungimea diagonalei respective. 

12. Într-un paralelipiped dreptunghic cu baza sarate diagonalele au lungimea d și- 
fac cu fețele laterale unghiuri cu măsura 30°. Să se calculeze lungimile muchiilor paralelipi- 
pedului și aria sa. ” 
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18%. Se dă un cub de latură 20. Să se afle distanța dintre o diagonală a cubului şi o 
muchie laterală pe care nu o intersectează. 
14. Să se calculeze sinusul unui unghi format de două diagonale ale unui cub. 


15. Lungimea muchiei bazei unei prisme hexagonale regulate este a, iar înălțimea 2a. 
Să se calculeze lungimile diagonalelor şi măsurile unghiurilor pe care le formează acestea 
cu baza. 


16. Într-un paralelipiped drept, muchiile bazei au lungimile a și b și formează un 
unghi de măsură 60. Cea mai mare diagonală a bazei are lungimea egală cu lungimea celei 
mai mici diagonale a paralelipipedului. Să se afle lungimile diagonalelor paralelipipedului. 


Secţiuni în prisma 


Se consideră o prismă P = [A,Az ... A A143... An] şi un plan B. Dacă 
intersecția dintre prismă și plan nu este vidă, atunci mulţimea 8 N P se nu- 
meşte secțiunea prismei din planul B. Se foloseşte în acest caz şi exprimarea: 
planul B secţionează prisma (fig. VI.2). Dintre diversele secţiuni ale unei 
prisme, un rol mai important îl au secţiunile prin plane paralele cu bazele. 

Fie o prismă P de baze § și :5 şi înălțime ZJ. Un plan 6 paralel cu bazele, 
la distanța Jı de baza S, J} < I și situat ìn acelaşi semispaţiu cu baza S' 
faţă de SS, secționează prisma P, deoarece, de exemplu, pe fiecare muchie 
laterală a prismei există un punct al planului 6. Această secţiune se numeşte 
secţiunea prismei printr-un plan situat la distanța I, de baza S. Se poate con- 
sidera că intersecția prismei cu planul unei baze este secțiunea printr-un 
plan situat la distanţa 7, = 0 sau 7, = 7 de baza S. 

Proprietatea 2. Secțiunea unei prisme de înălțime I printr-un 
plan situat la distanța I; < I de una din baze este o suprafață poligonală con- 
gruentă cu bazele piramidei (fig. V1.3). 

Demonstraţie. Se aplică propi tatea 1 în care planul a«' se înlocuiește 
prin planul 6. 


Fig. V12, Fig. V1.3. 


Observaţie. Prin secţiunea unei prisme printr-un plan paralel cu planele bazelor, dis- 
tinct de acestea, se obţin două prisme P’ și P” care au o bază comună S”, au interioarele 
disjuncte și P'U P” = P. 

Dintre celelalte secțiuni ale unei prisme printr-un plan se mai definesc secțiunile dia- 
gonale, care sînt secțiunile prin plane paralele cu muchiile laterale ce conțin cîte o diagonală 
a bazei. 


Exerciţii 


17. Să se arate că într-o prismă triunghiulară oblică distanţa dintre o muchie laterală 
și faţa opusă este egală cu înălțimea triunghiului obținut prin secţionarea prismei cu un 
plan perpendicular pe muchiile laterale. 


18*. Baza unui paralelipiped oblic este un romb ABCD și muchia laterală [AA] 
formează cu muchiile adiacente ale bazei unghiuri congruente. A” fiind proiecția lui A” 
pe planul bazei, să se arate că punctele A, C, A” sînt coliniare. 


19%. Baza unui paralelipiped este un romb și planul uneia dintre secţiunile diagonale 
este perpendicular pe baze. Să se demonstreze că cealaltă secțiune diagonală este drept- 
unghi. 


20. În prisma patrulateră regulată [ABODA'B'C'D'] diagonalele [AC] și [BD] 
determină un unghi de măsură 60%. Să se demonstreze că secţiunea diagonală a prismei este 
un pătrat. 


21%, Se dă cubul [ABCDA'B'C'D'). Să se demonstreze că mijloacele muchiilor 
cubului care nu conţin nici unul din virturile A şi C’ sînt coplanare și sint virturile unui 
hexagon regulat. 


22%, Se dă cubul [ABODA'B'C'D'] de latură a şi se consideră punctele: M mijlocul 
lui [BC], P mijlocul lui [AA] şi O’ centrul feței [A'B'C'D']. Se cere: a) forma secţiunii 
obţinută prin secţionarea cubului cu planul (MPO’), b) aria acestei secţiuni. 


23. Într-o prismă triunghiulară regulată se consideră secţiunea determinată de o 
muchie a bazei și vîrful opus al celeilalte baze. Să se afle: 1) măsura unghiului diedru dintre 
planul de secţiune și planul bazei dacă lungimea muchiei bazei este egală cu înălțimea tri- 
unghiului de secţiune; 2) lungimea diagonalei feţei laterale dacă lungimea muchiei bazei 
este a și secțiunea face cu baza un unghi de măsură 60°, 


24. Se dă cubul [ABCDA'B'C'D'] de latură a. Pe semidreptele [CB, [CD, [CC se 
iau respectiv punctele P, Q, R astfel ca (CP) = (CQ) = (CR) şi CP = x. Să se calculeze 
aria şi perimetrul secţiunii cubului prin planul (POR). (Discuţie.) 


25. Pie cubul [ABOCDA'B'C'D'] de latură a. Să se construiască poligonul obţinut 
prin secţionarea cubului cu planul determinat de viriul C’ și mijloacele segmentelor (4'D”) 
și (BC) și să se afle aria și perimetrul acestei secţiuni. 


26. Să se construiască secţiunea unei prisme triunghiulare regulate [ABCA BC] 
printr-un plan ce trece prin virful A, mijlocul M al muchiei laterale [BB] și este paralel 
cu BC. Să se calculeze aria secțiunii dacă muchia bazei are lungimea a şi muchia 
laterală 2a. 
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$ 2. Piramida 


Definiție. Fies =[A Az. An] 
o suprafață poligonală cu frontiera 
poligon aparţinind unui plan « și un 
punct V g «. Se numește piramidă de 
virf V şi bază S. reuniunea tuturor 
segmentelor [VA], unde A € S. 

Se observă că piramida este o ge- 
neralizare a tetraedrului. 

Vom nota piramida de virf V şi 
bază S$ prin P = [VA,A43... An]. După 
numărul laturilor solizonulăi de bază, Fig. VI.4. 
pìramidele se vo numi: triunghiulare, 
patrulatere etc. (fig. VI.4). Suprafețele Ne ca Aaa [V442], [VAzAz], ---, 
[VA Aa] şi suprafața poligonală S se numesc fețele piramidei. Reuniunea 
feţelor unei piramide formează suprafața sau frontiera piramidei. Mulțimea 
punctelor piramidei care nu aparţin frontierei sale formează interiorul pira- 
midei. Feţele [VAA], [VAzA3], ..., [V AnA] se mai numesc şi fețe late- 
rale. Segmentele [V A], [V A2],..., [V An], [4142], [4343], -.., [AnA] se numesc 
muchii, iar dintre acestea, [VA], [VAz], ..., [VA,] sînt muchii laterale. 
Punctele V, A1, Aa, ..., An se numesc virfuri, iar A1, Aa, ---, A se mai numesc ` 
şi virfurile bazei. Distanţa de la virful unei piramide la baza acesteia se numește 
înălțimea piramidei. Prin „inălțime“ se va mai înțelege şi segmentul determi- 
nat de virf şi bază pe dreapta perpendiculară pe planul bazei, dusă prin V, 
iar în acest caz, intersecția acestei drepte cu planul bazei se numește piciorul 
înălțimii; sensul atribuit cuvintului „înălțime“ va rezulta din context. Pira- 
mida este determinată dacă sînt date viriurile ei. 


Aria unei piramide este suma ariilor fețelor piramidei, iar aria laterală a 
unei piramide este suma ariilor fețelor laterale ale acesteia. Deci: 


TA 


oP) = 2 o[V A, Aia] + oV AnA] 


| a(P) = s(P)+ B |, B= o(8). 


Piramida de virf V, și bază S —[ AA... An] se numeşte piramidă 
regulată dacă AA... A, este poligon regulat și piciorul înălțimii piramidei 
coincide cu centrul poligonului 4142... An. Înălţimea unei feţe laterale a 
unei piramide regulate se numește apotema piramidei (fig. VI.5). Tetraedrul 
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v cu toate muchiile congruente se numeşte tetraedru 
regulat. 
Dacă P este o piramidă regulată, fețele 
laterale sint triunghiuri isoscele și 


j s,(P) = perimetrul bazei - apotema 
2 
Aj 4, 
M Exerciţii 
da ^ 1. E posibil ca într-o piramidă hiile 1 
„ E posibil ca într-o piramidă cu muchiile laterale 
Fig. V1.5. congruente, baza să fie: a) triunghi; b) dreptunghi; 


c) romb; d) trapez isoscel; e) trapez oarecare? 


2. Să se arate că dacă muchiile laterale ale unei piramide sînt congruente, atunci poli- 
gonul de bază poate fi înscris într-un cerc cu centrul în piciorul înălțimii piramidei. 


8. Să se formuleze şi să se demonstreze reciproca proprietății precedente. 


_ 4*. Să se arate că dacă fețele laterale ale unei piramide formează cu planul bazei 
unghiuri diedre congruente atunci poligonul de la bază poate fi circumscris unui cere cu 
centrul în piciorul înălţimii. 5 


5. O piramidă are ca bază un dreptunghi cu dimensiunile a și b, înălţimea fiind k, 
iar piciorul înălțimii fiind centrul bazei. Să se calculeze aria laterală a piramidei. 


6*. Fie [SABCD] o piramidă cu baza [ABCD], dreptunghi. Se proiectează A şi D 
pe muchiile [SC] şi [SB] respectiv în A’ și D’. Să se demonstreze.că triunghiurile SBC și 
SA'D' sint asemenea. 


7. Baza unei piramide este un romb şi înălţimea piramidei trece prin punctul de 
intersecţie al diagonalelor bazei. Să se arate că fețele laterale ale piramidei sînt con- 
gruente. 


8. Baza unei piramide este un triunghi dreptunghic și muchiile laterale sint con- 
gruente. Să se arate că planul uneia dintre feţele laterale este perpendicular pe planul 
bazei. 


9*. Muchiile laterale ale unei piramide au lungimea 52. Baza este un triunghi 
cu laturile 20/2, 20/83 şi 10/2 (V3 +1). Să se afle: a) înălţimea piramidei; 
b) unghiul dintre muchiile laterale și planul bazei; c) măsura unghiurilor diedre determi- 
nate de bază și feţele laterale. 


10*. Se ridică într-un punct al bazei unei piramide triunghiulare regulate o perpendi- 
culară pe planul bazei ce intersectează planele feţelor laterale în trei puncte. Să se demon- 
streze că suma distanțelor acestor puncte la piciorul perpendicularei este constantă. 


11. Să se afle muchia laterală și aria laterală a unei piramide regulate cu lungimea 
laturii bazei a și înălţimea h, dacă baza este: a) triunghiulară; b) patrulateră; c) hexagonală. 


12. Să se afle înălţimea și muchia laterală a unei piramide regulate cu lungirea 
laturii bazei a, şi apotema m, dacă baza este: a) triunghiulară; b) patrulateră; c) hexa- 
gonală. P 


90 


EUEN ——— E E S 


19*. Se consideră piramidă hexagonală regulată [VABCDEF] în care VA = 10 
și înălțimea este 8. Să se afle: a) o( VAC); b) măsura unghiului format de o muchie late- 
rală cu planul bazei; c) măsura unghiului diedru dintre două feţe laterale alăturate. 


14. Într-o piramidă patrulateră regulată [VABCD] aria unei feţe laterale este q. 
Unghiul diedru dintre două feţe laterale alăturate are măsura 120°. Să se afle o[ VAC]. 
15. Se consideră piramida triunghiulară regulată [VA BC] în care latura bazei are 
lungimea a și muchiile laterale au lungimea b. Se consideră punctul D e (VA) astfel ca 


DA = a « VA, punctul E mijlocul lui (VB) iar punctul Fe (VC) astfel ca VF = A+ VC. 


Să se determine A în funcţie de a și b astfel ca triunghiul DEF să fie dreptunghic în E. 
16*. Să-se calculeze măsura unghiului diedru dintre planele determinate de două 
feţe ale unui tetraedru regulat. 


17*. Se consideră tetraedrul [ABCD] în care (AB) = (AC) = (AD). Să se arate că 
` perpendiculara din A pe planul (BCD) trece prin centrul cercului circumscris triunghiului 
„BCD. 
18*. În tetraedrul [ABCD], AB | (BCD), AB = a, BC =b, BD=c, DC = d. 
Să se afle măsura unghiului diedru dintre planele (ADC) şi (BDC). 
19. Să se arate că într-un tetraedru regulat suma distanțelor de la centrul bazei la 
feţele laterale este egală cu înălțimea tetraedrului. 


20. Să se afle distanța dintre centrele a două feţe ale unui tetraedru regulat de 
muchie a. E 


21, Să se calculeze măsura unghiului format de o muchie a unui tetraedru regulat 
cu una din feţele care nu o conţine. 


22. Se consideră tetraedrul [SABC] ale cărei muchii [SA], [SB] și [SC] sînt perpen- 
diculare două cite două. Să se calculeze lungimile muchiilor [SA], [SB], [SC] în funcție de 
lungimile a, b, c ale laturilor triunghiului ABC. Ce condiţii satisfac lungimile a, b, c? 


Secţiuni în piramidă 
Se consideră o piramidă P = [VAA ... An] şi un plan f. Dacă 
intersecţia dintre piramidă și plan nu este vidă, atunci mulțimea 6 NP se 
numește secțiunea piramidei prin planul 8 (fig. VI.6). Şi în acest caz, un rol 
mai important îl au secţiunile prin plane 
paralele cu baza. 


Proprietate 1. Dacă înălțimea unei A 
piramide P este I, atunci un plan paralel cu A 
baza, situat în acelaşi semispaţiu cu virful V faţă 
de planul bazei, la distanța T de virf, I' <T, 
secționează piramida după o suprafaţă poligo- 
nală asemenea cu baza, raportul de asemănare 


l s Fig. VL. 
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Demonstraţie. Determinăm pe 
înălțimea [V0] punctul O” astfel 
că VO' = T (fig. VI.7). Atunci 
O' e B şi punctele V, O sint de 
o parte-și de alta a planului f. 
Fie $ baza piramidei P şi 
S' = PNB. Dacă M este un 
punct oarecare a lui §, V şi M 
fiind de o parte şi de alta a lui 6, 
segmentul [VM] intersectează 
j planul B într-un punct M’ și 
Fig. VII. M' e PNB = S’. Vom arăta că 
funcţia f:$S=s5, fM) = M' 


este o asemănare de raport =. Evident, f este injectivă și din definiția 


lui S’ rezultă că e și surjectivă. Luind punctele M, N € S, avem 
AYMN ~ AVM'N' şi AVOM ~ AV'O'M' (căci MN | M'N', OM || O'M’), 
deci 


Mne rM o AA” 
Aşadar MN = = - {(M)f(N) şi f este o asemănare. 


Observaţii. 1) Mulțimea punctelor piramidei P situată în același semispaţiu cu V 
faţă de planul ß, reunită cu S’ determină o piramidă P’ de vîrf V și bază ia 

2)Dacă 7’ = 0, atunci intersecţia dintre planul f și piramida P este un punct, virful V. 
Dacă 7’ = I, atunci intersecţia este chiar baza S. 


Exerciţii 


23. Într-o piramidă triunghiulară regulată se cunosc lungimile muchiilor bazei și a 
` muchiilor laterale, respectiv a şi b. Să se determine aria secțiunii duse printr-o muchie 
laterală și înălțimea piramidei. 

24. Să se ducă un plan paralel cu baza unei piramide astfel ca aria laterală a piramidei 
formate să fie într-un raport dat, g, cu aria laterală a piramidei date. 


25. Lungimea muchiilor unei piramide patrulatere regulate este a. Să se afle aria 
secţiunii prin planul determinat de mijloacele a două muchii alăturate ale bazei și mijlocul 
înălţimii. 

26. Înălţimea unei piramide triunghiulare regulate este 8 și lungimea muchiei bazei 
este 2: Să se calculeze aria secţiunii cu un plan ce trece printr-o muchie a bazei și este 
perpendiculară pe muchia laterală opusă. £ 


27. Un tetraedru regulat [ABCD] este secţionat cu planul paralel cu BD, care trece 
‘prin A şi prin centrul feței [BCD]. Să se afle aria secțiunii dacă lungimea muchiei tetrae- 
drului este 9. 
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28. Într-o piramidă patrulateră -re-` 
gulată, lungimea. Jaturii bazei este a, iar 
a muchiei laterale b. Să se construiască 
secțiunea- făcută printr-un plan care trece 
prin una din diagonalele bazei și este paralel 
cu o muchie laterală și să se calculeze aria 
acestei secţiuni. 


$ 3. Trunchiul de piramidă 


Prin secţionarea unei piramide P 
de vîrf V şi bază S cu un plan 6, pa- - 4, A, 
ralel cu baza, se obţin două mulțimi Fig. VI.8. 
situate în  semispaţii opuse faţă de 
acest plan. Evident, una din aceste mulțimi este tot o piramidă, iar cealaltă 


se va numi trunchi de piramidă (fig. V1.8). 


Suprafețele poligonale asemenea § și S' = P N 6 se numesc bazele! trun- 
chiului de piramidă și mai exact baza mare respectiv baza mică. Analog cu 
noţiunile corespunzătoare de la prismă și piramidă se definesc feţele trun- 
chiului de piramidă, feţele laterale, muchiile, muchiile laterale, vîrturile, 
frontiera şi interiorul, aria laterală şi aria totală. Înălțimea unui trunchi de 
piramidă este distanța dintre planele bazelor sau 'segmentul determinat de 
baze pe perpendiculara comună acestora. Se va utiliza notația T = [AAz... 
A A Az. An] pentru trunchiul de piramidă de baze S = [AsA2... An] 
şi S = [AA .. Anh punctele A; A; aparţinind aceleiași muchii laterale. 


o( T) = suma ariilor feţelor laterale 


su(7) = o,(7) + B +b |, unde B = o(S) şi b =o(8). 


Prin trunchi de piramidă triunghiulară, patrulateră etc., sau trunchi -de 
piramidă regulată se înţelege un trunchi de piramidă obţinut dintr-o piramidă 
corespunzătoare. 

Înălţimea unei feţe laterale a unui trunchi de piramidă regulată se 
numește apotema trunchiului de piramidă. În cazul unui trunchi de piramidă 
regulată, 


(perimetrul bazei mari + perimetrul bazei mici) * apotema 
2 


o(T) = 
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Exerciţii 


1. Să se arate că cele patru diagonale ale unui trunchi de piramidă, ale cărui baze 
sint paralelograme, sînt concurente. 
2. Muchiile laterale ale unui trunchi de piramidă patrulateră regulată formează cu 


V2 


planul bazei unghiuri de măsură « = arctg E Să se arate că două fețe laterale opuse 


sînt perpendiculare. 

3. Într-un trunchi de piramidă patrulateră regulată, diagonalele sînt perpendiculare 
două cite două. Lungimile muchiilor bazelor sînt 20 respectiv 10. Să se determine. înăl- 
țimea, lungimile diagonalelor, ale muchiilor laterale și ale diagonalelor fețelor laterale. 

4. Muchiile bazelor unui trunchi de piramidă triunghiulară regulată sint 2 și 5 iar 
înălţimea de 1. Printr-un vîrf al bazei mici se duce un plan paralel cu faţa opusă. Să se 
alle aria secţiunii. 

5. Un trunchi de piramidă regulată are ca baze două hexagoane regulate cu lungimile 
laturilor a și b; lungimea muchiei laterale este c. Să se calculeze aria laterală a trunchiului. 

6. Un trunchi de piramidă are ca baze două romburi cu lungimile laturilor 8 respectiv 
6 și cu cîte un unghi cu măsura 120%. Înălţimea trunchiului este egală cu triplul lungimii 
diagonalei mari a bazei mici. Să se calculeze înălțimea piramidei din care provine trunchiul. 


$ 4. Mulțimi poliedrale 


Mulţimile poliedrale constituie în spaţiu analogul suprafețelor poligonale 
din plan, cu deosebirea că în acest caz suprafeţele poligonale convexe sînt înlo- . 
cuite cu prisme, piramide şi trunchiuri de piramidă. 


Detiniţie. Se numește mulţime poliedrală, o mulţime de puncte din 
spaţiu care este reuniunea unui număr finit de prisme, piramide şi trunchiuri 
de piramidă, acestea avind două cîte două interioarele disjuncte. , 

Şi în acest caz, dacă P este o mulţime poliedrală, iar Pi, Pa, ..., Pa 
sint prismele, piramidele şi trunchiurile de piramidă respective, adică 
P = PU PU... U P, şi Int P; N Int P; = ø, i +j, atunci se va spune 
că mulţimea P se descompune în mulțimile Py, Pa, ..., Pre 
Un punct O al mulţimii poliedrale P se numeşte punct interior al lui P 
dacă există un corp sferic cu centrul în O inclus în P. Punctele mulțimii P 
ce nu sînt interioare acesteia se numesc puncte de frontieră. 


Ezemple: 

1) Punctele din interiorul unei prisme, piramide sau trunchi de piramidă 
sint puncte interioare pentru aceste mulțimi. Într-adevăr, pentru un punct. 0 
din interiorul unei astfel de mulţimi se notează cu r numărul strict pozitiv 
mai mic decit toate distanţele de la O la feţele prismei, piramidei sau trunchiu- 
lui de piramidă din care face parte. Atunci corpul sferic de centru O şi rază r 
este inclus în mulțimea respectivă. 

2) Se consideră cubul [ABCDA'B'C'D'] şi piramida [VBCC'] unde 
B € (AV) (fig. VI.9). Pentru mulţimea poliedrală formată din reuniunea 
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cubului cu piramida, punctele in- 
terioare sint punctele interioare ale 
cubului şi piramidei, plus punctele 
din Int BCC". 

În baza exemplului 1) putem 
defini interiorul unei mulțimi polie- 
drale oarecare P ca fiind mulţimea 
punctelor interioare ale lui P. Mul- 
ţimea punctelor de frontieră ale 
lui P se numește frontiera lui P. 

În continuare se va stabili o pro- Fig. V19. 
prietate de descompunere a mulțimi- 
lor poliedrale. În plan, s-a arătat că orice suprafaţă poligonală se descompune 
în suprafeţe triunghiulare. În mod analog, în spaţiu este adevărată următoarea 


Teorema 1. Orice mulţime poliedrală se poate descompune în tetraedre. 
Demonstrația rezultă din următoarele proprietăţi de descompunere a 
prismelor, piramidelor şi trunchiurilor de piramidă. 


Proprietatea 1. Orice prismă se descompune în prisme triunghiulare. 

Demonstraţie. Se consideră prisma P de baze S şi S’. Ştim că suprafața 
poligonală $ se descompune în suprafeţele triunghiulare Ti, To, =., Tm (vezi 
cap. I. $ 1). Prismele determinate de bazele Ti, To, ..-, Tm planul bazei $’ 
şi avind muchiile laterale paralele cu muchiile laterale ale prismei P, au inte- 
rioarele disjuncte şi reuniunea lor coincide cu P (fig. VI.10). 

Proprietatea 2. Orice prismă triunghiulară se descompune în trei 
tetraedre. 

Demonstraţie. Se consideră prisma P = [ABCA'B'C'] și piramidele P, = 

= [A'ABC]. P: = [BB'CA'] Şi Ps = [B'C'A'C]. Cele trei piramide au inte- 

rioarele disjuncte deoarece oricare două au ca intersecţie o față sau o muchie, 
iar reuniunea lor este P (fig. VI.11), deci P se descompune în Pı, P3, p, 


Fig. VI.10. 


[Y2] 


Fig. VIU. 
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v Proprietatea 3. Orice piramidă se 
descompune în piramide triunghiulare. 


Demonstraţie. Proprietatea rezultă din 
faptul că baza piramidei se descompune în 
suprafețe triunghiulare care împreună cu vîrful 
piramidei determină piramidele ce realizează 
descompunerea (fig. VI.12). . 


Proprietatea 4. Orice trunchi «de 
piramidă se descompune în trunchiuri de pira- 
midă triunghiulară. 


Proprietatea este o - consecință imediată 
Fig. VI.12. - a proprietății 3 (fig. VI.13). 


Proprietatea 5. Orice trunchi de piramidă triunghiulară. se descom- 
pune în trei tetraedre. 


Descompunerea este analoagă celei din proprietatea 2 (fig. VI.14). 

Vom admite următoarea proprietate: dacă două mulţimi poliedrale sint 
congruente și una din ele este descompusă în tetraedrele 7,, Ta, ..., Tn, atunci 
şi cealaltă poate fi descompusă în tetraedrele 74, Ta ..., Th astfel ca T; = 
Ti = 4 2 ne ȘI 

Un corespondent în spaţiu al suprafețelor poligonale cu frontiera poligon 
îl constituie poliedrele. 


Detiniţie. O mulţime poliedrală P se numeşte poliedru dacă are 
următoarele proprietăţi: ' 


B 
Fig. VI.18, Fig. VI.14. 
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Fig. VLI5. : ` Fig. VL16, 


1) pentru oricare două puncte interioare ale lui P există o linie poligonală 
cu extremitățile în cele 'două puncte, formată numai din puncte interioare; 

2) pentru oricare două puncte care nu aparţin lui P există o linie poligo- 
nală cu extremităţile în cele două puncte, formată numai din puncte care nu 
aparţin lui P. ş 

Exemple: 

1) Reuniunea a două prisme care au ca intersecție o muchie nu este 
poliedru (fig. VI.15). 

2) Reuniunea dintre o prismă și o piramidă care au ca intersecţie 
o suprafață poligonală este un poliedru (fig. VI.16). 

3) Se consideră cubul [ABCDA'B'C'D'] de latură a şi O centrul său 
(intersecţia diagonalelor). Piramidele cu virful în O şi baze feţele cubului se 


secţionează cu plane paralele cu bazele situate la distanța 7 de baze. Reu- 


niunea trunchiurilor de piramidă astfel formate nu este poliedru (fig. VI.17). 

Se numește virf al unui poliedru, un punct care aparține frontierei polie- 
drului și nu aparține nici unui segment deschis inclus în frontieră. Se numeşte 
muchie a unui poliedru un segment deter- 
minat, de două virturi ale poliedrului, inclus 
în frontieră și, ale cărui puncte nu aparţin 
interiorului nici unei suprafețe poligonale 
inclusă în frontieră. 

Un poliedru se numeşte conpez dacă 
este o mulţime convexă. Acceptăm, în mod 
intuitiv, că în cazul unui poliedru convex, 
îrontiera este o reuniune de suprafeţe po- 
ligonale convexe a căror laturi sint muchii 
ale poliedrului. O astfel de suprafaţă poligo- 
nală convexă se numește față a poliedrului. Fig. VI.17, 
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4 — Geometrie și trigonometrie, cl, a X-a 


În continuare, vom demonstra o relaţie importantă care există între numărul vir- 
furilor, muchiilor şi fețelor unui poliedru convex oarecare. Ca pregătire, dăm un rezultat 
din geometria plană. 


Definiție. Se numește rejea poligonală simplă o suprafață poligonală [P] cu fron- 
tiera poligon împreună cu o descompunere a ei în suprafețe poligonale convexe, 
[P] = [P,]U ... U[P7]. Cele f suprafețe [P;] se numesc fețele rețelei, iar virfurile și laturile 
acestora se numesc virfurile și muchiile rețelei, numărul lor fiind notat-cu v respectiv m. 
Pe fig. VI.18 v= 114;m = 16, f= 6. 


Teorema 1. În orice rețea poligonală simplă avem 
v—m+f=t: 


Demonstraţie. Dacă P; are 4 laturi sau mai multe, ducind o diagonală a lui P;, se 
obţine o reţea nouă, în care numărul virfurilor este tot v, există o muchie în plus și o faţă 
în plus, deci numărul v — m + f nu s-a modificat. Așadar, dacă descompunem fiecare 
[P4] în suprafețe triunghiulare (în conformitate cu teorema de descompunere de la 
Cap. I, $ 1), se obține o reţea pentru care v — m + f rămîne același. Prin urmare este 
suficient să demonstrăm teorema pentru cazul cînd fiecare P; este triunghi. 

“Procedăm prin inducţie matematică în raport cu f. Dacă f= 1, avem un singur 
triunghi, v = 3, m = 3 şi v — m + f = 1. Presupunem că teorema este adevărată pen- 
tru fiecare rețea în care numărul fețelor este mai mic decit f. Considerăm o suprafață 
triunghiulară [ABC] a rețelei avînd latura [AB] în comun cu P şi deosebim două cazuri: 
a) C este un punct interior al lui [P] (fig. VI.18); scoțînd din rețea Int ABC U (AB), 
se obține o rețea simplă cu f — 4 fețe, v virturi și m — 4 muchii; în virtutea ipotezei de 
inducție v — (m — 1) + f— 1 = 1, deci v— m +f= 1. b) C eP (fig. VI.19), atunci 
[AC] (sau [BC]) descompune rețeaua [P] în rețelele poligonale simple [P7] şi [P7] cu v’, m’, 
f’ respectiv v”, m”, f” virfuri, muchii şi fețe, pentru care v’ — m’ + f’ = 1,9% — m” + ESN 
Deoarece v +u” =v 4+2, m +m”=m +1, f +f” = f, rezultă v+ 2 — (m + 1)+ 
+ f = 2, deci iarăși v— m + f= 1. 


Teorema 2. (Relaţia lui. Euler.) Dacă, v, m, f reprezintă 
respectiv numărul vîrfurilor, muchiilor: şi fejelor unui poliedru convex, 
atunci 


v—m+f=2. 


Fig. VI.18, Fig. VI.19,. 
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KAMANI As 
J aa! 
AA 


Fig. VI.20. 


Demonstraţie. Fie P = [A;4}z...Av] un poliedru convex oarecare, L = [A Aa...An] 
o față a lui P, a planul lui L, iar a” un plan paralel cu « astfel ca poliedrul P să fie situat 
între e şi a (fig. VI.20). Luăm un punct M e int L și o dreaptă MN | o, N și Int P fiind 
de o parte şi de alta a lui a. Notind Ai = «' N NAi, i € {1, n 0} AA. Ak este un 
poligon convex asemenea cu A143...An ($ 2, proprietatea 2) și dacă N este suficient de 
aproape de M, punctele Ak «a Av se află în interiorul lui AiAa... Ak. Prin urmare 
punctele Ai i Al sînt virturile unei reţele poligonale simple avind v virfuri, m muchii 
şi f— 1 feţe. Din teorema 1 rezultă că v— m +f—1=1 şi relaţia este demonstrată. 

Observaţie. Dacă se suprimă faţa L, se obţine o „reţea spaţială simplă“ R, aşezată pe 
suprafaţa poliedrului P. Acesteia i-am asociat, prin „proiectare din N“ o reţea poligonală 
simplă în planul a. Bazindu-ne pe intuiţie (sau pe experienţă), putem să obţinem asocierea 
respectivă și în alt mod. Să ne imaginăm că reţeaua R este realizată dintr-o membrană 
elastică, pe care o întindem pînă ce devine plană. Ea se deformează şi muchiile devin arce 
de curbe, dar acestea pot fi înlocuite cu segmente de drepte, fără a schimba numerele 
v, m şi f—1 şi teorema 2 rezultă din teorema 1. 

Acest procedeu poate fi aplicat ori de cite ori reţeaua spaţială (presupusă elastică) 
poate fi întinsă astfel încît să devină plană. Rezultă că relaţia lui Euler este valabilă și 
pentru alte tipuri de poliedre, nu numai pentru cele convexe, de exemplu în cazul figu- 
rii VI.21, unde v= 9, m=16, f=9 și v—m+f=2. Dacă îndepărtăm o faţă 
a poliedrului de pe fig. VI.22, de formă inelară, reţeaua fețelor rămase nu se mai 
poate întinde pe un plan; aici v = 16, m = 32, f = 16 şi v— m + f= 02. Dacă un 
corp este străpuns de p ori, zicem că suprafața lui este de „gen p“ şi în acest caz 
v— m +f= 2 — 2p. Numărul v — m + fse numește caracteristica euleriană a suprafeței 
respective. Suprafața unui poliedru convex este de gen 0 și are caracteristica enlgriană 
egală cu 2. } 


Fig. VI21. Fig. V122. 
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Definiție. Un poliedru convex P se numește poliedru regulat dacă 
fiecare virf al lui P aparţine aceluiași număr de muchii, toate feţele sînt, 
suprafeţe poligonale regulate congruente și toate unghiurile diedre, deter- 
minate de feţe cu muchie comună, sînt congruente. 


Teorema 3. Există numai cinei tipuri de poliedre regulate şi anume: 
tetraedrul, hexaedrul (cubul), octaedrul, dodeeaedrul şi icosaedrul regulat 
(fig. VI.23—V 1.27). 


Demonstraţie: Notăm prin g numărul muchiilor de pe o faţă și cu p numărul muchiilor 
care pleacă dintr-un virf. Cum fiecare muchie este inclusă în exact două feţe şi are două 
extremităţi rezultă că : = 


2m = f:q=v:p, 


adică 
2m., 2m 
(1) v= şi f=, 
k P q 
ri 
'Ținind cont de relația lui Euler, 
2m 2m ` 
e 0 Š 
P d 
sau 
(2) Rai 
paee 
- Rezultă că 
1 
(3) —+ a >0, 
P 4 
de unde Ea 
ied cz» sp it Base 
e RIDE IE e et ae E ERA 


deci p < 6 şi analog q < 6; iar dacă p >4, atunci q < 4. Deci singurele perechi (p, q) 
care verifică inegalitatea (3) sînt 


(4) (3,3), (3,4), (3,5), (4,3), (5,3). 


Rezultă că există cel puțin 5 tipuri de poliedre regulate. Vom arăta în continuare că pentru 
fiecare pereche din şirul (4) există un poliedru regulat. 

1) Cazul p = 3,4 = 3. Atunci din (2) obţinem m = 6 și din (1) atlăm.v = 3, f = 3. 
Poliedrul este un tetraedru regulat (fig. VI.23). 

2) Cazul p = 3, g = 4; atunci m = 12, v = 8, f = 6 şi se obţine un cub (sau hezaedru 
regulat) (fig. VI.24). 
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4 = 
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Fig. VI.28. Fig. VI.24. Fig. VI.25. 


3) Cazul p = 4, q = 3; atunci m = 12, v = 6, f = 8. Acest poliedru poate fi realizat 
luînd ca virturi centrele fețelor unui cub (fig. VI.25). El se numeşte octaedru-regulal.. 

4) Cazul p = 5, q = 3; atunci m = 30, v = 12, f= 20. Se construiește un poliedru 
regulat în modul următor: se consideră într-un plan « un pentagon regulat ABCDE, de 
centru O și latură a (fig. VI.26). Pe dreapta dusă prin O, perpendicular pe «, se ia un punct F 
astfel ca AF = a. Atunci triunghiurile FAB, FBC, FCD, FDE și FEA sint echilaterale. 
Se ia un punct O’ pe semidreapta opusă lui (OF, se duce planul a prin O”, paralel cu « 
şi se proiectează punctele A, B pe a în A’, B’. Înscriem în cercul 640%, OA), situat în a’, 


un pentagon regulat GHIJK astfel încit G să fie mijlocul arcului mic AB (fig. VI.26, a). 
Determinăm distanța z = 00 în așa fel încât AG =a; notăm în acest scop cu M 


mijlocul segmentului [4B] și cu N mijlocul arcului mic AB al cercului circumscris 
lui ABCDE; rezultă a? = NG? = MG? — MN? = w Tne. Atunci, între planele a 
şi a/ se formează zece triunghiuri echilaterale: ABG, BCH, CDI DEJ, EAK, GHB, 
HIC, IJD, JKE, KGA. În sfîrşit, luînd pe semidreapta opusă lui (0'F' punctul L pentru 
care O'L = OF se obțin alte cinci triunghiuri echilaterale de latură a: GHL, . HIL, 
IJL, JKL, KGL şi [FABCDEGHIJKL] este un poliedru regulat cu 20 fețe, numit 
icosaedru regulat. ; 

5) Cazul p = 3, q = 5; atunci m = 30, v = 20, f = 12. Se vede uşor că centrele 
fețelor unui icosaedru regulat formează virturile unui poliedru regulat cu 12 fețe, numit 
dodecaedru regulat (fig. V1.27). 


Fig. VL26. L Fig. VL27. 
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Exerciţii 


1. Descompuneţi o prismă pentagonală în tetraedre. 
2. Descompuneţi un trunchi de piramidă hexagonală în piramide. 


83. Arătaţi că un cub poate fi descompus prin plane paralele cu feţele lui în trei 
paralelipipede congruente şi două cuburi. 


4*, Într-un poliedru convex se notează cu m numărul muchiilor, cu fs, fas fs, -.. nimă- 
rul feţelor triunghiulare, patrulatere, pentagonale,... ȘI CU V3, Us, Up.. numărul virfurilor 
din care pleacă 3, 4, 5,... muchii. Să se arate: 


2m = 3fa + bfa + 5fs + «e = 3 + hu, + 50 + 
§*, Să se arate că în orice poliedru convex avem 
m + 6 <3f 2m, 
m + 6 ṣ 3v 2m. 


6*. Dacă din fiecare vîrf al unui poliedru convex pleacă cel puțin patru muchii, 
atunci poliedrul are fețe triunghiulare. . 


7*. Adunînd măsurile unghiurilor tuturor fețelor unui poliedru convex, se obține 
dublul sumei măsurilor unghiurilor unui poligon convex avînd acelaşi număr de virturi. 

8*. Arătaţi că dacă un- punct variază în interiorul unui poliedru regulat, suma dis- 
tanţelor sale la planele feţelor rămîne constantă. 

ra 

9*. Să se arate că centrele fețelor [ABCD], [ABB'A"], [CBB'0'] ale unui cub 
[ABCDA'B'C'D'] şi punctul A se află într-un același plan. Să se deducă de aici că un 
unghi diedru al octaedrului regulat și cel al tetraedrului regulat sînt suplementare. 


$ 5. Volumul mulțimilor poliedrale 


Problema comparării anumitor mulțimi de puncte din spaţiu, care uneori 
vor fi numite și corpuri, face necesară introducerea noţiunii de volum. Se va. 
defini, deci, o funcţie prin care anumitor corpuri li se atașează un număr real 
pozitiv, numit volumul corpurilor respective. Definirea unei astfel de funcţii 
este analoagă celei de arie. În acest paragraf se va defini funcţia volum pe 
mulțimea P, ale cărei elemente sint mulțimile poliedrale din spațiu. Deoarece 
şi în acest caz se face de fapt o „măsurare“ a acestor mulţimi este necesară 
introducerea unei unităţi. 

Un cub de latură 1 se numește unitate de yolum. O mulţime poliedrală 
care poate fi descompusă în n unităţi de volum va avea volumul n. Pentru 
mulțimile poliedrale care nu se pot descompune în unităţi de volum, calculul 
volumului nu se poate face direct și se va baza pe următoarele două teoreme, 
pe care le vom admite fără demonstraţie. a 


Teorema 1. (Teorema de existenţă a funcției vo- 
lum.) Există o funcţie v `P —>R,, care verifică următoarele proprietăți: 
(1) dacă tetraedrėle 7, şi T sînt congruente, atunci of Ti = (Te); 
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Fig. VI.28. 


(2) dacă P, şi P, sînt mulțimi poliedrale cu. interioarele disjuncte, atunci 
(PU P3) = (P) + v( Pa); 
(3) dacă U este o unitate de volum, atunci v(U) = 1. 


Teorema 2. (Principiul lui Cavalieri.) Fie P, şi P} 
două mulţimi poliedrale și a un plan. Dacă pentru orice plan «|| a, mulți- 
mile « N P, și a N P, au arii egale atunci v(P,) = v(P2) (fig. VI.28). 


Observaţii: 

1) Din proprietăţile exprimate în teoremele 1 și 2 vom deduce formula pentru calculul 
volumului unui tetraedru și deoarece orice mulţime poliedrală se descompune în tetraedre, 
va rezulta că funcţia v este determinată în mod unic prin teoremele 1 şi 2. De asemenea, 
rezultă că două mulţimi poliedrale congruente au volumele egale. 

2) În condiţia (3) din teorema 1 intervine cubul de latură 1 considerat ca unitate de 

- volum. Acesta este determinat deoarece distanţa 1 este fixată. În practică, există însă dife- 
rite unităţi de măsurare a distanțelor: 1 cm, 4 dm, 4 m etc. şi acestora le vor corespunde 

"unităţi de volum de dimensiuni corespunzătoare: 1 cm?, 1 dm?, 1 m? etc. Se obţin în acest 
fel mai multe funcţii volum și în acest caz, ca și în cazul ariilor, se va indica funcţia res- 
pectivă printr-un indice, de ex: voma Şi în loc de vems(P) = a se va scrie v(P) = a cm?. 

3) În ipoteza teoremei 2 se poate admite și că ambele mulţimi «NP, și a N P, se 
reduc la un segment, la un punct sau la mulţimea vidă („au arie nulă“). 


'Teoremele care urmează vor determina modul de calcul al valorilor 
funcției volum (sau a volumelor) pentru anumite poliedre. 


Teorema 3. Dacă P este un cub cu latura a atunei v(P) = a”. 

Demonstrația parcurge aceleași etape și este analoagă cu aceea a teore- 
mei 2 din Cap. I. $ 3, pentru demonstrarea formulei de calcul a ariei unui 
pătrat. 


Consecinţă. Dacă P = [A BCDA'B'C'D'] este un paralelipiped dreptunghic” 
de dimensiuni: AA' = a, AB = b, BC =”, atunci v(P) = à. 


103 


Fig. VI.29, 


Demonsiraţie. Se construiește cubul P’ de latură 4, cu una din baze situate 
in planul (ABCD) și situat în acelaşi semispaţiu cu paralelipipedul faţă de 
acest plan (fig. VI.29). Secţiunile paralelipipedului şi cubului prin plane 
paralele cu planul (ABĊD) sint respectiv un dreptunghi şi un pătrat care 


au aceeași arie (egală cu a’). Deci, conform teoremei 2, v(P) = v(P') = aè. 


Observaţie. v(P) = a = a-b- Z = A4': AB: BC. 


Teorema 4. Fie P o prismă cu aria bazei B și de înălțime 7; atunci 


| vol. prismei = B-I | 


Demonsiraţie. Se construieşte  paralelipipedul dreptunghic P’ = 
= [ABCDA'B'C'D'] cu una din baze în planul bazei prismei P, situat în 
acelaşi semispaţiu cu P faţă de acest plan (fig. VI.30) şi avind dimensiunile: 


AD RO z. „unde z = È B- I; aria bazei lui P’ este egală 
, I £ 
cu s2 = Z =B. Secțiunile prismei P și paralelipipedului P’ prin plane 


paralele cu planul bazei au arii egale cu B, deoarece ele sint. suprafețe 
poligonale congruente respectiv cu baza fiecărei prisme. Din consecința 
teoremei 3 rezultă că 1(P')= x? = B- I, iar din teorema 2 rezultă că 
P) = 300 ; ; 

În cazul particular al unui paralelipiped dreptunghic P de dimensiuni 
d, bc UP) =iaub o. 


Teorema 5. Două piramide triunghiulare cu băzele de arii egale și 
înălțimile egale au volume egale. 


| A n 
SA , APA 
GRAWN. 1 


Fig. V130. 
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v 


Ai Cc 


Fig. VL3l. 


Demonstraţie. Fie piramidele P-= [VABC] şi P'=[V'A'BC], 
a = (ABC), «' = (4'B'C"), o[ABC]=o[A'B'C']= B şi d(V, o) =d(V', «') =I. 
În semispaţiul limitat de « şi care conţine punctul V se construiește pira- 
mida P” = [V"A"B"C"] cu baza în planul « şi astfel încît P'= P” (fig. 
VI.3(). Se va arăta că peniru piramidele P și P” sint verificate condiţiile 
din teorema 2. Deoarece cele două piramide au aceeaşi înălțime și ariile baze- 
lor egale, rezultă că aria secţiunii printr-un plan paralel cu baza, la distanța 


I' de virf este aceeași în ambele piramide și egală cu B: (orei $ 2, pro- 
prietatea 1). Deci v(2) = v(P") = v(P”). 


Teorema 6. Volumul unei piramide triunghiulare P = [VABC] de 
înălțime 7, bază [ABC] și B = o[ABC] este 


2) = B:1 | 


Demonstraţie. Se completează piramida P la prisma P’ = [ABCA'V C'] 
construind A”, C’ în acelaşi semispaţiu cu V faţă de planul (ABC) și astfel 
încît AA'|| BV ||CC', (44')=(8V)= (CC') (fig. VI.32). Prisma P’ se 
descompune în tetraedrele: [VABC], [CAVC'], i 


[ACV A']. Tetraedrele [VABC] şi [CA'VC'] au baze = 
congruente și înălțimi egale, deci au același volum: 
la fel tetraedrele [CA V B] = [VA BC] şi [C VAA'] = 


=[ACVA'] au bazele [A V B] =[V4A4A'] şi deoarece pi 
au virful comun C au şi aceeași înălțime; deci 


v(P') = B: I = 3v(P) adică v(P) = aT I. 


Consecinţă. Volumul piramidei P = [V A143... An] 
este C 


E piramidei = = Ba 


unde B =o[ AA3... Au], iar T este înălțimea piramidei. 


B 
Fig. VI.32. 
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Fig. VI.89. 
Demonstraţie. Se construieşte tetraedrul P' =[V'ABC] de înălţime 


VA =I și bază triunghiul dreptunghic isoscel (m(Â) = 90°) de eatetă 
l = V 2B, triunghiul ABC fiind în acelaşi plan cu baza piramidei P, iar 
V' în același semispaţiu cu V faţă de planul bazei piramidei (fig. VI.33). 
Piramidele P şi P’ verifică condiţiile teoremei 2, deci (P) = v(P') = 
2 

= AABO 1 Ep Bel 
3 3 2 3 

Teorema 7. Volumul trunchiului de piramidă T=[ A1A43... AnA Ag An] 
este 


vol. tr. piramidă = A -I(B +b + VBb) 
| = 
unde 7 este înălțimea trunchiului de piramidă, iar B = o[ 4142... 4,] şi 


Demonstraţie. Fie V virful pira- 
midei P = [ VAs4a... An] din care s-a 
obţinut trunchiul T şi piramida P’ = 
= [VA Aa... Anl}, x fiind înălțimea 
piramidei P' (fig. VI[.34). Atunci P = 
> NU ici 
(1) v( T) = v(P) — v(2'). 


Dar  v(P) = SBi + 2), (P) = 


I 

z 2 
( i de` unde 
£ 


1 2 
= —0'% 8 — 

3 OB URT 
rezultă că 
(2) pa AUV ETD 


B-—b 


Fig. VI.84. 
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Înlocuind expresia lui z din formula (2) în formula (1) se obţine: 


(7) = pe ata Poe 


= 2. [B- I+I(b + V/8:5)] I(B+b+V Bb). 


În stabilirea formulelor de calcul a volumelor se poate observa o oarecare 
analogie cu ariile, dar se constată totuşi că pentru volume s-a folosit în plus 
şi teorema lui Cavalieri. Se pune în mod firesc întrebarea dacă nu s-ar putea 
renunţa la această teoremă și să se procedeze la fel ca la arii, utilizînd nu- 
mai teorema 1 și proprietăţile de descompunere. În cazul plan, trecerea de la 
dreptunghi la triunghi se face simplu, observînd că o suprafaţă dreptunghiu- 
lară se descompune în două suprafețe triunghiulare congruente, pe cînd în 
spațiu, o prismă triunghiulară dreaptă nu se poate descompune în trei tetra- 
edre congruente. Menţionăm că formulele pentru volumul cubului, para- 
lelipipedulni dreptunghic și a prismei drepte se pot obţine fără a utiliza 
teorema lui Cavalieri (aceasta poate constitui un exerciţiu facultativ), însă 
formulele pentru tetraedru şi prisma oblică nu. Stabilirea riguroasă a for- 
mulelor respective nu este posibilă cu cunoştinţele clasei a X-a, iar utiliza- 
rea teoremei lui Cavalieri are avantajul că permite obţinerea cu ușurință 
a acestor formule, precum și a altora care vor fi întilnite în capitolul VII. 


Exerciţii 


1. Baza unui paralelipiped drept este un romb cu latura de lungime a și un unghi 
de măsură 60°. Aria laterală a paralelipipedului este 8a2. Să se afle volumul paralelipipe- 
dului. 

2. Baza unui paralelipiped drept este un paralelogram cu laturile de lungime a și 
4a, iar unghiul ascuțit al paralelogramului are măsura 60°. Să se afle volumul paralelipipe- 
dului ştiind că cea mai lungă diagonală a lui are lungimea 5a. 

8*. Un plan «, perpendicular pe muchiile prismei P = [A Ag... An41 > An] inter- 
sectează suporturile muchiilor în B,, Bg, ..., Bn. Dacă S = o[B,, Ba,- Bn] şi l este 
lungimea unei muchii, să se arate că v(P) = Sl. 

4. Într-un paralelipiped două fețe laterale au ariile S, și S, și formează un unghi de 
măsură 150°. Să se afle volumul paralelipipedului dacă muchia laterală este de lungime 7. 

5. Se consideră o piramidă patrulateră regulată cu latura bazei de lungime 10 şi 
înălţimea 12. Să se calculeze: 

a) aria laterală și volumul piramidei; 

b) distanţele de la centrul bazei la muchia laterală, respectiv la feţele laterale ale 
piramidei. 

6. Un trunchi de piramidă patrulateră regulată are latura bazei mari AB = 3a, 
latura bazei mici A'B’ = a și muchia laterală AA’ = 2a. Să se calculeze volumul şi aria 

„trunchiului. 
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7*, Să se demonstreze că volumul unui tetraedru [ABCD] este a şasea parte din 
volumul unei prisme a cărei bază este un paralelogram cu laturile congruente și paralele 
cu două muchii opuse (AB) și (C.D) şi a cărui înălțime este egală cu cea mai scurtă distanță 
dintre cele două muchii. 

8. Se construieşte un coș de moară de forma unui trunchi de piramidă patrulateră 
regulată continuată cu o prismă patrulateră avind baza comună cu baza mică a trunchiului 
de piramidă. Se știe că diagonala bazei mari este 180 cm, diagonala bazei mici 72 cm, 
iar înălţimea coșului este 160 cm. Să se calculeze volumul coșului știind că raportul dintre 
volumul trunchiului şi cel al prismei este 8. 


9. Un tetraedru [VABC] are înălţimea k. La distanţele de şi de virful V 


se duc plane paralele cu baza tetraedrului obţinindu-se TEN Hpi respectiv 
A”B”C”. Să se determine Sepang volumelor trunchiurilor de piramidă [ABCA”B”0”] 
și [A”B"C"A'B'C')]. 

- 10*. Piramida [VABCD] i înălțime h are ca bază un dreptunghi de laturi AB = 
= a, BC = b, iar piciorul înălțimii este centrul bazei piramidei. Prin BC şi mijlocul M 
al muchiei laterale (VA) se duce planul «. Se cere: 

a) Să se calculeze raportul dintre volumele piramidelor [VH MN] și [HABCD] unde 
(N) = VD Na şi-(H) = BM NCN; 

b) măsura unghiului diedru dintre fețele [VAD] şi [HAD] în cazul particular 


ari 


11*. Un paralelipiped are ca bază dreptunghiul ABCD, iar muchiile [AB], [AD] 


şi [AA’] au respectiv lungimile a, b, c. Unghie A'AB şi A'AD sint congruente și au 
măsura z (în radiani). i 
T 37 

a) Să se arate că ze =. Sile 


b) Să se arate că volumul paralelipipedului este V = abc |/ — cos 2x. 

c) Dacă « este măsura unghiului feței [ABB'A'] cu baza [ABCD] şi-a e (o z) 
să se arate că cosa = ctg z. i 

12*, O piramidă triunghiulară regulată [SABC] are latura bazei de lungime a și 
fețele laterale triunghiuri dreptunghice în S. 


a) Să se calculeze volumul piramidei. 
b) Fie D şi E mijloacele muchiilor (AS) și (BC). Să se calculeze DE și măsurile æ și ig 


ZEN IS 
ale unghiurilor DEC și SDE. 


$ 6. Mulțimi măsurabile în spațiu 


În paragraful precedent s-a definit funcția volum pentru mulţimi polie- 
drale. Există, însă, şi alte mulțimi pentru care se poate defini volumul. Aceste 
"mulţimi se vor numi mulțimi măsurabile. 

Definiție. O mulțime M de puncte din spaţiu se numește mulțime 
măsurabilă dacă există un număr real unic v(M) cu proprietăţile: v(M) este 
egal sau mai mare decit volumul oricărei mulțimi poliedrale inclusă în M și 
este egal sau mai mie decît volumul oricărei mulţimi poliedrale care include 
` pe M. În acest caz numărul v(M) se numește volumul mulțimii M. 
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Este evident că mulțimile poliedrale sint măsurabile. Dacă se notează 


cu M mulțimea mulțimilor măsurabile atunci v : M — R,. Problema de a 
decide dacă o mulţime care nu este poliedrală este sau nu măsurabilă este o 
problemă a cărei rezolvare necesită cunoștințe superioare de matematică și 
va fi rezolvată în clasa a XII-a. Totuşi, în capitolul următor vor fi studiate 
citeva astfel de mulţimi pentru care se va admite că sint măsurabile: Noţiu- 
nile de punct interior al unei mulţimi măsurabile şi de descompunere a unei 
mulțimi măsurabile se introduc ca şi în cazul mulțimilor poliedrale. 

Atunci, teoremele 1 şi 2 din paragraful precedent pot fi extinse. 


Teorema l.(Teoremadeexistențăafuneţiei volum.) 
Există o funcţie v: M > R,, care are proprietăţile (1)—(3) din teorema 1, $ 5. 

Teorema 2. (Principiul lui Cavalieri.) Fie M,, Ma E€ M 
şi un plan ao. Dacă. pentru orice plan a || «o; mulțimile «NM, şi «NMa au 
arii și acestea sînt egale atunei v(M,) = v( M3). 


Observaţii 
1) Numărul v(M) se numeşte volumul mulţimii M. 
2) Restricţia funcţiei v la mulţimea este funcţia volum definită în paragraful 
precedent. ë 

3) Menționăm că și în acest caz, în formularea principiului lui Cavalieri considerăm 
că mulţimea vidă şi mulţimea formată dintr-un punct au arie nulă. $ 

Calculul volumelor mulțimilor care vor fi studiate în capitolul următor va fi făcut pe 
baza acestor teoreme, admiţindu-se că acele mulțimi (cilindru, con, corp sferic și părţile 
lor) sînt măsurabile. 


Exerciţii recapitulative 

1. Se consideră piramida patrulateră [OABCD] cu baza dreptunghi (4B =q, 
BC = b) şi muchia [OA] perpendiculară pe planul bazei (OA = h). Se notează cu E şi F 
respectiv mijloacele segmentelor [OC], [0D]. Se cere: 

a) aria totală a piramidei; 

b) să se precizeze ce fel de patrulater este ABEP şi să i se calculeze aria; 

c) volumul piramidei [OABEF]. 

2*. O piramidă are ca bază triunghiul dreptunghic isoscel ABC cu AB = AC = a 
şi muchia (SA) perpendiculară pe bază, SA = b. Să se calculeze: t 

a) aria totală a piramidei; 

b) măsura unghiului diedru format de fețele [SBC] şi [ABC] în cazul a = by 2; 

c) aria, în funcție de a şi b, a secțiunii determinate în această piramidă de un plan 
ce trece prin A, este perpendicular pe fața [SBC] și o intersectează pe aceasta după o dreaptă 
MN paralelă cu BC. 

8*, Se consideră tetraedrul [SABC] în care SA=2a, SB=S0=a/y/3, 
AB = AC = a, iar unghiul dreptei SA cu planul ABC are măsura 45°. Fie M şi NW 
respectiv mijloacele muchiilor [SA], [BC] şi D proiecția lui S pe planul (ABC). 

a) Să se arate că BC | MN şi BC | SA. A 

b) Să se arate că ABDC este pătrat. 

c) Să se calculeze aria laterală a tetraedrului, considerind ca bază triunghiul ABC. 
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4. Se consideră prisma [ABCDA'B'C'D'). Pe dreapta AD se consideră punctul £, 
astfel încit A e (ED), AE = a, iar pe CB se consideră punctul F astfel încit B e (FC), 
iar BP = d. Un plan ce trece prin dreapta EF intersectează muchiile laterale (44), (BB’), 
(CC”), (DD”), respectiv în punctele A,, Bı, Ci, D,. Să se demonstreze că A,B,C,D, 

AA, BB, 
este un paralelogram și că —— rit eri 

5. O cutie de tablă are forma de paralelipiped dreptunghic [ABCDA'B'C'D'] cu 
dimensiunile a, b, c și este plină cu ulei. Cutia fiind așezată cu baza [ABCD] pe un plan 
orizontal se ridică de la un capăt rotind-o în 'jurul muchiei [AD] (AD = a) astfel că muchia 
opusă se află la distanță z faţă de planul orizontal. Ce cantitate de lichid poate rămîne 
în cutie? Discuţie. 


6*, O piramidă patrulateră regulată are muchiile laterale de lungime a. 

a) Notînd cu z înălțimea piramidei, să se calculeze volumul acesteia. 

b) Dacă «œ este măsura unghiului diedru format de două feţe laterale alăturate și f 
măsura unghiului pe care muchiile laterale îl formează cu laturile” bazei, să se arate că 
cos a + ctg? B = 0. 

c) Se secţionează piramida cu un plan paralel cu baza. Să se demonstreze că condiţia 
necesară și suficientă ca să existe un punct egal depărtat de cele șase fețe ale trunchiului 
de piramidă format este ca înălțimea trunchiului să fie medie proporţională între laturile 
bazelor. 


7*. Lungimea muchiilor unui cub este a. Să se afle distanța dintre o diagonală a 
cubului și o diagonală a fețelor laterale cu care nu se intersectează. 


8. Se consideră tetraedrul [ABCD], punctele M e (AC) şi N e (AD) și se duce 
prin: C paralela la BM care taie pe AB în Q și prin D paralela la MN care taie pe AC 
în P. Să se arate că volumele tetraedrelor [ABCD] şi [AN PQ] sînt egale. 


9*. Fie [VABCDEF] o piramidă hexagonală regulată cu muchia bazei de lungime a 
şi înălțimea piramidei VO = a. Pe muchia [VC] se consideră un punct oarecare M. 
Planul (ABM) intersectează muchiile [VD], [VE] şi [VF] respectiv în N, P și Q. Să 
se arate că: 

a) Dreptele AN, BP, MQ şi VO sînt concurente. 

b) Patrulaterele ABMQ și MW PO sînt trapeze isoscele. 

c) Să se afle locul geometric al punctului de intersecţie al dreptelor AM și BP cind M 
descrie muchia [VC]. 

d) În cazulcînd M este mijlocul segmentului [Ke] să se afle raportul ariilor supra- 
fețelor [MNPQ] și [4BMQ]. 


10. Se consideră cubul [ABCDA'B'C'D'] cu latura de lungime 3a. Se împarte fiecare 
latură a cubului în cîte trei segmente congruente. Fie M, N, P punctele de diviziune cele mai. 
apropiate de A, aflate respectiv pe muchiile (AB), (AD), (447). Se secționează cubul 
cu planul (MNP) și se îndepărtează piramida (AMWNP). Se procedează la fel cu toate 
celelalte 8 vîrfuri ale cubului. Se cere: 

a) Să se verifice relația: f -+ v =m +2 (f, v, m — reprezintă respectiv numărul 
fețelor, vîrfurilor şi muchiilor) poliedrului rămas. 

b) Să se calculeze aria poliedrului obţinut. 

c) Să se afle măsura unghiului plan corespunzător unghiului diedru format de planul 
(MNP) cu planul bazei cubului. 

d) Să se determine distanţa de la virful A la planul (MNP). 
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Capitolul VII 


Corpuri rotunde 


După cum s-a arătat în introducerea la Capitolul VI, corpurile geometrice 
sint imagini matematice ale unor corpuri bine cunoscute din spaţiul fizic. 
În afară de poliedre, corpurile mărginite de suprafeţe plane, există și corpuri 
care, parţial sau total, sint mărginite de suprafeţe neplane. 

În tehnică pot fi întilnite multe astfel de corpuri ca de exemplu: reci- 
pienţi pentru gaze, cazane de presiune, cisterne, containere pentru ciment, 
silozuri de ciment, ventile conice, pahare, abajururi, rulmenţi etc., numite 
„corpuri rotunde“. 

Acordind un rol special intuiţiei spaţiale, vom studia în acest capitol 
cilindrul, conul, sfera şi părţile lor. 


$ 1. Cilindrul 


Într-un mod analog cu definirea prismei se definește și cilindrul. Să con- 
siderăm două plane paralele a și a, un disc D = [@(0, R, «)] (notind un cerc 
sau un disc din spaţiu, se pune în evidenţă şi planul în care se află) în a şi o 
dreaptă d care intersectează planul « într-un singur punct (fig. VIT.4). 
Prin fiecare punct P € D = [0(0, R; «)] 
construim un segment [PP'] paralel 
cu d, unde P’ Eg’. Reuniunea C a tutu- 
ror segmentelor | PP'], astfel incit P P' d, 
PED şi P'E’, se numește cilindru 
circular debaze D şi D'=C N «'. Distanța 
dintre planele a și a' se numeşte îndl- 


țimea cilindrului. 
Proprietatea 1. În orice cilindru 
cele două baze sint discuri cu aceeaşi rază. 
Demonstrația este analoagă cu cea 
de la prismă (Cap. VI $ 1, proprie- 
tatea 1). Fig. VUL 
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Dacă dreapta d este perpendiculară pe «, 
atunci C se numeşte cilindru circular drept. 

Reuniunea tuturor segmentelor [PP'] cu P E 
EEO, R, «), P'ea şi PP'jd, formează supra- 
faja laterală a cilindrului (fig. VII.2). Mulțimea 
punctelor cilindrului, care nu aparţin nici supra- 
feţei laterale și nici bazelor, se numește interiorul 
cilindrului. Segmentele [PP'] cu PE (0, R, «) 
sint generatoarele cilindrului, iar raza cercurilor 
de bază, raza cilindrului. În cazul cilindrului 
circular drept, înălțimea este egală cu lungimea 
oricărei generatoare. 


Proprietatea 2. Intersecţia nevidă a unui 
cilindru. circular printr-un plan paralel. cu bazele 
lui este un disc de aceeași rază cu raza bazei. 

Această proprietate rezultă imediat din pro- 
Fig. VII.2. prietatea 1. 


Corp de rotaţie şi suprafaţă de rotaţie 


Să considerăm un corp care se mişcă în spaţiu, astfel încit fiecare punct 
al său rămine la distanţă constantă de o dreaptă fixă. Exemple: placa de pate- 
fon, roata olarului, roata tocilarului etc. Mişcările de acest fel se numesc miş- 
cări de rotație. Fiecare punct al corpului descrie un cerc situat într-un plan 
perpendicular pe o dreaptă fixă d numită axă de rotaţie, avind centrul situat 
pe d. Mişcările de rotaţie ne conduc la următoarele consideraţii geometrice: 

. Să considerăm o dreaptă fixă d şi un punct oarecare P din spaţiu. Notăm 
cu P* proiecția lui P pe d şi cu «p planul perpendicular pe d, care trece prin P. 
Dacă S este o suprafață (o suprafaţă poligonală simplă, disc etc.) situată în 
același plan cu d, care nu are nici un punct inte- 
rior pe d, atunci reuniunea tuturor cercurilor Cp = 
= @(P*, P*P, ap) cu P E S, se numeşte corp de 
rotație (fig. VII.3). Dacă L este o curbă (linie 
poligonală, are de cerc etc.) situată în acelaşi plan 
cu d, reuniunea cercurilor Cp cu PE L se nu- 
mește suprafaţă de rotație. 

Cilindrul circular drept îl putem defini și ca 
fiind corpul care se obține prin rotația unei supra- 
fețe dreptunghiulare în jurul suportului unei laturi. 
Atunci suprafața lui laterală este generată prin 
rotația unui segment [AB] în jurul unei drepte d, 
paralel cu el (fig. VII.4 și VII.5). Dreapta d se 
numeşte ara cilindrului circular drept (sau de 
rotaţie). Orice plan dus prin axa lui este un plan de 
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Fig. VII4. Fig. VIL6. Fig. VIL6, 


simetrie pentru cilindrul circular drept, iar secţiunea unui cilindru printr-un 
asemenea plan se numeşte secțiune azială (fig. VII.6). 


Aria laterală și totală a unui cilindru de rotaţie 


Fiind dat un cilindru de rotaţie C se numeşte prismă înscrisă în acest 
cilindru o prismă ale cărei baze sint poligoane înscrise în cercurile de bază ale 
lui C şi avind muchiile laterale generatoare ale cilindrului (fig. VII.7). Ariile , 
laterale ale tuturor acestor prisme aproximează prin lipsă un număr unic, 
numit aria laterală a cilindrului şi dotat cu cu(C). o,(C) este cel mai mic dintre 
numerele mai mari decit ariile laterale ale prismelor înscrise în C. 

La aria laterală a unui cilindru de rotaţie cu raza R și lungimea genera- 
toarei G, pulem ajunge intuitiv astfel: dacă tăiem suprafața laterală a cilin- 
drului de-a lungul unei generatoare [AB] şi o așternem pe un plan, spunem că 
desfăşurăm suprafaţa cilindrului pe plan, suprafața cilindrică luînd forma 
unui dreptunghi A 4'B'B (fig. VII.8), a cărui arie este aria laterală a cilindru- 
lui. Se constată că AA” este egal cu lungimea cercului de bază a cilindrului, 
deci AA” = 27 R. Aşadar, aria laterală a cilindrului se exprimă prin o(C) = 
= AA'- AB = 2mRG. Astfel am obţinut pe cale intuitivă (demonstrația 
completă se omite): 


Fig. VIL8. 
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8 — Geometrie şi trigonometrie, cl. a X-a 


B 
Fig. VIL.9, Fig. VIL.10, 


Aria laterală a cilindrului de rotaţie se calculează cu formula: 


aria lat. cil. = 2r RG 
A 


* unde R este raza, iar G generatoarea cilindrului. 

Aria totală a cilindrului de rotație C, notată cu oil), este suma dintre 
aria sa laterală și ariile celor două baze. 

Cum cele două baze sînt congruente, ariile lor vor fi egale. Deci c,(0)= 
= 2r RG + 2rR2, de unde 


| aria totală cil. = 2 R(R + 6) 


Volumul cilindrului circular 


Volumul unui cilindru circular este dat de formula : 


vol. cil. = rR? I 


unde R este raza, iar T înălțimea cilindrului. 

Pentru a demonstra această formulă, să considerăm o prismă cu bazele 
în aceleași plane cu bazele cilindrului, avind aria bazei B egală cu aria bazei 
cilindrului, adică B = r R? şi înălţimea prismei este egală cu J (fig. VII.9). 
Aplicind principiul lui Cava cilindrul și prisma au acelaşi volum, adică 

(C) = u(P) = B: T= nR: 

Aplicații 

1) Să se afle aria laterală şi volumul cilindrului C circumscris unei prisme 
triunghiulare regulate care are latura bazei egală cu a şi muchia laterală b. 

Rezolvare. Fie prisma [ABCA'B'C'] înscrisă în. cilindrul de rotație 
(fig. VII.10). Avem G = Iprismei =b şi AB = R |/3, de unde obținem 

ab 


RENE deci ole) =e a a a a an 1 = n 
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Exerciţii 


1. Secţiunea axială a unui cilindru este un pătrat de arie a. Să se afle volumul cilin- 
drului. 

2. Înălţimea unui cilindru circular drept este de 8, iar raza 5. La ce distanță de axa 
` cilindrului trebuie dus un plan paralel cu ea, astfel încît secţiunea obţinută să fie un pătrat? 

8. Secţiunea axială a unui cilindru de rotaţie este o suprafață pătratică cu diagonala 
egală cu 4. Să se afle aria totală și volumul cilindrului. 

4. Într-un cilindru circular drept cu raza 7 şi înălţimea 2 este înscris un pătrat oblic 
faţă de axa cilindrului, astfel încît două vîrfuri ale sale sînt pe cercul unei baze, iar celelalte 
două pe cercul celeilalte baze. Să se afle: a) latura pătratului, b) aria laterală a cilindrului. 

5. Un cilindru circular: drept are raza bazei a și înălţimea egală cu lungimea cercului 
de bază. Să se atle aria totală și volumul cilindrului. 

6. Aria totală a unui cilindru de rotaţie este de 90 x, iar înălțimea de 4. Să se calculeze 
volumul prismei hexagonale regulate înscrise în cilindru. 

7. Să se arate că oricare ar fi cilindrul de rotaţie, raportul dintre aria laterală a 

2 , 


3V/3” 


cilindrului și aria laterală a prismei triunghiulare regulate înscrise în cilindru este 


$ : AT 
iar raportul volumelor este a PF 

8. Să se calculeze aria totală și-volumul cilindrului circular drept circumscris unui 
cub cu muchia a. 

9. Aria laterală a unui cilindru circular drept este egală cu suma ariilor bazelor. 
Știind că volumul cilindrului este 1 000 7, să se calculeze raza. și generatoarea cilindrului. 

„10. Aria laterală a unui cilindru de rotaţie este 160 x, iar volumul 640 x. Să se calcu- 
leze aria secţiunii axiale. 

11. Dintr-o piesă de oţel avînd forma unei prisme patrulatere regulate drepte cu 
latura bazei de 10 cm şi înălțimea de 12 cm se strunjeşte o piesă cilindrică cu minimum 
de material pierdut. Să se afle aria laterală și volumul piesei obţinute. 

12. Să se afle masa unei ţevi de plumb lungă de 5 m, cu.grosimea de 4 cm și dia- 
metrul interior de 3 cm, densitatea plumbului fiind de 11,3. 

13. Dintr-un trunchi de arbore lung de 6 m, de formă cilindrică avind lungimea 
cercului de bază 125,6 cm, se cioplește o grindă cu secţiunea pătrată. Să se calculeze masa 
acestei grinzi, ştiind că densitatea lemnului este 0,8. 


$ 2. Conul 


Fie discul D =[€(0, R, «)] într-un 
pian « și fie V un punct care nu apar- - 
ține lui «. Se numeşte con circular cu 
baza D şi vîrf V redniunea tuturor seg- 
menielor [ V P], unde PE D (fig. VII.11). 
Segmentul [VA], unde A =-pr,V se 
numeşte înălțimea conului. Fără pericol 
de confuzie, numărul 7 = VA poate fi 
numit de asemenea înălțimea conului. Q 
Reuniunea tuturor segmentelor 
[VP] pentru care P € @(0, R, «) for- Fig: VILI. 
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Fig. VII.12. Fig. VII.18. 


mează suprafaţa laterală a conului. Orice segment [VP] cu P € 0(0, R, «) se 
numește generatoare a conului. Mulțimea punctelor conului care nu Aplie 
nici suprafeţei laterale și nici bazei se numeşte interiorul conului. 

Spunem că un con circular este drept dacă proiecția lui pe planul discului 
este a discului O (fig. VII.12). 

Într-un con circular drept generatoarele sint congruenie. Într- adevăr, dacă 
[VA] şi [VB] sint două generatoare, triunghiurile dreptunghice VOA și VOB 
sint congruente (fig. VII. 12). 

Dacă notăm cu R raza bazei unui con circular drept, iar cu J înălțimea 
şi G generatoarea sa, atunci există relaţia: 


G= Rl 
dedusă din ERAI VOA dreptunghic în O (fig. 11.12). 
Ținind cont de definițiile date corpului de rotație și suprafeței de: rotație 
in $ 1, conul circular drept îl putem defini şi ca fiind corpul care se obține prin 


rotația unei suprafețe triunghiulare dreptunghice în jurul suportului unei 
catete d (fig. VII.13). Atunci ipotenuza descrie suprafaţa laterală a conului. 


Secţiuni transversale prin conuri 


Să considerăm un con circular C, cu baza discul [2(0, R, «)] şi înălțimea 
VA = şi un plan 6 paralel cu a, de aceeași parte a lui æ ca şi V și la dis- 
tanţa h< T de la planul «. Intersecţia CNB se numește secțiune transversală 
prin con la îhălțimea h (fig. VII.14). Intersecţia CN(6V se numeşte conul 
format prin secționarea lui C cu planul B. Vom demonstra că acesta este un con 
circular. 

Proprietatea 1. Secțiunea transversală prin conul circular C. la 
listanja h de la bază este un iai de rază 


(1) $ u= a ©- R, unde T’ =I — hk. 


Demonstraţie. Baza conului C fiind discul D = [@E(0, R, «)], asociind fie- 
cărui punct M € D punctul {M'} = VMAP, se obține o bijecţie g : D> D’, 
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unde D’ = CNG (fig. VII.14). 
Trebuie să arătăm că D’ este 
tot un disc. Ca şi în cazul 
piramidei, aplicația g- este 
asemănare, deoarece planul 
(VOM) taie planele paralele 
æ, B după două drepte para- 
lele, deci OM || O'M’ şi analog 
OA || O'A'. Prin urmare, 
AVOM ~ AVO'M' şi AVOA ~ 
~ AVO'A!. Rezultă că: 
0) ca 70 > va: 

deci 


(3) 0'M' = z -OM. Fig. VIL14. 


Este evident că o asemănare aplică un disc într-un disc, deci D’ este un disc 


de rază £ R. 
A 


Aplicații. 

1. Raportul dintre aria bazei unui con circular și aria secțiunii transversale 
prin con la distanţa h de la planul bazei, este egal cu pătratul raportului dintre 
înălțimea conului dat şi înălțimea conului format prin secționare. 

Rezolvare: vom folosi datele şi notaţiile de la demonstraţia precedentă 
(fig. VII.14). Te 

Fie R şi R' respectiv razele bazelor conului dat și a conului format prin 
secţionare şi S şi $” ariile lor. Avem: 

4) = a a 

nR’? R 
Dar din relația (2) avem: 
R OM VA I 
Re SOM o VALENI 


Înlocuind în relația (4) obținem: 


Sfp a 
e 
ceea ce trebuia demonstrat. 

2. Prin secționarea unui con circular drept cu un plan paralel cu planul 
bazei se formează un con, avind, înălțimea, generatoarea şi raza bazei proporțio- 
nale cu înălțimea, generatoarea şi raza bazei conului dat (fig. VII.15). 

Demonstrația se lasă ca exercițiu. 
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Fig. VII.15. Fig. VIL.16. Fig. VIL.17. 


Aria laterală şi totală a conului circular drept 


Fiind dat un con circular drept C se numește piramidă înscrisă în acest 
con, piramida a cărei bază este un poligon înscris în cercul de bază a lui C 
şi al cărei virf coincide cu virful conului (fig. VII.16). Muchiile laterale ale 
piramidei înscrise în conul circular drept sînt generatoare ale conului, iar 
înălţimea piramidei este înălțimea conului. Ariile laterale ale tuturor acestor 
piramide aproximează prin lipsă un număr unic, numit aria laterală a conului 
şi notat cu o(C). o,(C) este cel mai mic dintre numerele mai mari decât ariile 

"laterale ale piramidelor înscrise în C. 

La aria laterală a unui con circular drept C de rază R şi generatoare G 
putem ajunge tot pe cale intuitivă astfel: dacă tăiem suprafaţa laterală a 
conului circular drept după o generatoare [VA] şi o așternem pe un plan q, 
spunem că desfășurim suprafața laterală a conului pe plan, aceasta luînd 


forma unui sector de cerc determinat de arcul AA” al cercului 2(V, G, a), 
unde lī} = 2r R (fig. VII.17). Aria laterală a conului fiind egală cu aria 


sectorului de cerc, obţinem: oC) == -27R- G. Cu ajutorul intuiției am 


ajuns la următorul rezultat (a cărui demonstraţie se omite): 
Aria laterală a conului circular drept se calculează cu formula: 


aria lat. con = nt RG 


unde R este raza, iar G generatoarea conului. 
Aria totală a conului circular drept este suma dintre aria sa laterală și 


aria bazei. Deci 
a(€) = (C) + op = TRG + rR’, 
de unde 


aria tot. con =r R(R + G) | 
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Fig, VIL.18, 


Volumul conului circular 


Fie C un con circular (nu neapărat drept) cu aria bazei mR? și înălțimea Z. 
Volumul unui con circular este dat de formula: 


Pentru a demonstra această formulă să considerăm o piramidă P cu baza 
în același plan a cu baza conului, avînd aria bazei egală cu aria bazei conului şi 
aceeași înălțime (fig. VII.18). Aplicind principiul lui Cavalieri, obţinem că 
piramida și conul au acelaşi volum, adică 


(C) = u(P) == | (mR?) -I = 


Aplicații. ; ; 

1. Într-un con echilateral C este înscrisă o piramidă patrulateră regu- 
lată P. Care este raportul ariilor laterale ale conului şi piramidei? 

Rezolvare. Conul echilateral are secţiunea axială un triunghi echilateral 


Deci VA = CV = AC =G (fig. 'VIL.19). Atunci R =%, Deci aO = 


nR2. 1 
3 


= TRG = n. oP) = +V2):VM unde M este mijlocul lui (4B). 
Aplicînd teorema lui Pitagora în triunghiul dreptunghic VAM, obţinem: 
V 


VM = VVA AM = Ve-(%2)- 
GVA: 


D 


Deci 


şi 


p Figs VIL19, 
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Exerciţii 

1. Un con circular drept cu raza bazei R şi înălțimea h este intersectat cu un plan 
paralel cu baza. La ce distanţă de virf trebuie dus planul astfel încît aria secţiunii să fie 
egală cu jumătatea ariei bazei? 

2. Un con circular drept, are generatoarea de lungime 13 şi raza bazei 5. Să se calcu- 
leze aria secţiunii duse prin virful conului, care determină pe bază o coardă egală cu latura 
unui hexagon regulat înscris în cercul bazei, 

8. Secţiunea axială a unui con de rotaţie este un triunghi dreptunghic isoscel a cărui 
arie este 9. Să se afle aria totală și volumul conului. 

4. Aria bazei unui con de rotaţie este egală cu 367, iar aria totală cu 96x. Să se afle 
volumul conului. 


5. Aria laterală a unui con de rotaţie este 320%, iar raza conului este = din gene- 


ratoare. Să se calculeze volumul conului. 

6. Înălţimea unui con de rotaţie este egală cu 15, iar suma dintre generatoare şi rază 
este 25. Să se calculeze aria laterală și volumul conului. l 

7. Să se calculeze volumul conului înscris într-un tetraedru regulat de muchie a. 

8. Un cort conic are înălțimea de 3 m și diametrul bazei de 8 m. Ctți metri pătrați 
de pînză au fost folosiți pentru confecționarea cortului? 

9. Într-un con circular drept se dă raza bazei R şi înălțimea h. Să se determine mu- 
chia cubului înscris în con. 

10. Într-un con circular drept cu raza R şi înălțimea h se înscrie o prismă triunghiu- 
lară regulată ale cărei feţe laterale sînt pătrate. Să se determine muchia laterală a prismei. 

11. Să se afle vclumul și aria corpului obţinut prin rotația unei suprafeţe triunghiu- 
lare isoscele [ABC] în jurul lui AB, ştiind că AB = AC = 25 şi BC = 30. 

12. Dintr-o piesă de oţel avind forma unei piramide regulate cu baza un pătrat. de 
latură 10 cm și înălţimea 12 cm, se strunjeşte o piesă conică cu minimum de material pierdut. 
Să se afle aria laterală și volumul piesei obţinute. 


$ 3.. Trunchiul de con 


Trunchiul de con se defineşte în mod asemănător cu trunchiul de piramidă. 
Fie C un con circular avind virful V și baza discul [2(0, R, «)]. Considerăm un 
plan «' paralel cu planul bazei « de aceeaşi parte a lui a ca şi V, care determină 
în conul C o secţiune transversală şi un nou con C” avînd virful V și baza discul 
[2(0', r, «')]. Corpul obţinut prin înlăturarea din conul Ca conului C’, fără 
bază, se numeşte trunchi de con. Deci mulțimea T = (C — C’) U[E(0', r, «')] 
este trunchi de con (fig.VII.20). Discurile [@(0, R, «)] ṣi [C(0', r, «')] se numesc 
bazele trunchiului de con. 

Dacă planul a! taie generatoarea [VM] a conului C în punctul M’ seg- 
mentul [MM'] se numeşte generatoare a trunchiului de con 7. Segmentele 
[AA'], [BB] sint generatoare ale lui T (fig. VII.20). Partea din suprafața 
laterală a conului C cuprinsă între planele œ și «' este suprafața låterală a 
trunchiului de con. 
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Fig. VIL.20. Fig. VILA. 


Înălţimea % a trunchiului de con este distanţa dintre planele « şi a' și 
este egală cu diferența dintre înălțimile J și J’ ale conurilor C şi C’, deci . 
h=I-—I. 

Un trunchi de con circular este drept dacă el rezultă dintr-un con circular 
drept (tig. VII.21). 


Exerciţii 

1. Arătaţi că un trunchi de con circúlar este drept dacă și numai dacă dreapta ce 
uneşte centrele bazelor este perpendiculară pe planele bazelor. 

2. Să se arate că într-un trunchi de con circular drept, avind centrele bazelor 0,0”, 
dacă [AA’] este o generatoare, atunci patrulaterul OAA'0' este trapez, dreptunghic cu 
bazele [OA], [0”A7] şi cu înălţimea [00°] (fig. VII.21). 

3. Într-un trunchi de con circular drept, generatoarele sînt congruenie 


'Trunchiul de con circular drept este un corp de 
rotaţie. Orice trunchi de con circular drept se obţine 
prin rotația unei suprafeţe trapezoidale dreptunghice 
[OM M'0'] în jurul suportului d a laturii perpendiculare 
pe baze (fig. VII.22). Dreapta d = 00' se numeşte 
axa de rotaţie a trunchiului de con. Suprafaţa laterală 
a trunchiului de con se obține prin rotația lui [MM] 
în‘ jurul lui d. 

Să considerăm trunchiul de con T = (C — C’) U 
U[8(0', r, «')]. Ariile laterale ale tuturor trunchiuri- 
lor de piramidă înscrise în T aproximează prin lipsa 
un număr unic, numit aria laterală a trunchiului de con 
şi notat cu o;( T). o(7) este cel mai mic dintre nume- 
rele mai mari decit ariile laterale ale trunchiurilor de 
piramidă înscrise în 7. Fi. VUR 


Folosind notaţiile din figura VII.24 se observă că aria laterală a trunchiu- 
lui de con este egală cu diferenţa ariilor laterale a conurilor C şi C, avind 
aceeaşi axă de rotaţie VO şi același virf V. Deci o;( T) = c(l) — s,(0”). 

Cum s,(C) = TRG. şi o(C') = nrG', unde prin R, r am notat razele 
bazelor, iar prin G, G' respectiv generatoarele conurilor C şi C’, rezultă 


(1) o(T) = TRG — nrG' = n(RG — rG'). 
Conform aplicației 2 din $ 2 putem scrie: 

Bz 

i 


Notind cu g generatoarea trunchiului de con T, g = G — GG", obţinem: 
R Gardi G 


de unde rezultă 
(2) G= 2E. 
i r 
Analog se deduce că 
(3) Q=, 
Înlocuind pe G şi G’ din relațiile (2), respectiv (3) în relația (1) obținem: 


Si T E de reg si sai 
n= r (iip i)e E = mat r) 


Deci 
Aria laterală a trunchiului de con circular drept se calculează cu formula: 


| aria lat. tr. con = ng(R + r) | 


unde R, r, g sînt respectiv razele bazelor trunchiului de con şi generatoarea sa. 
Aria totală a trunchiului de con circular drept este suma dintre aria sa 

laterală și ariile celor două baze. 

Deci 


aria totală tr. con = mg(R + r) + tR? + nr? | 


Ținind cont că C = TU C’, volumul trunchiului de con oarecare îl purem 
obţine făcind diferenţa volumelor celor două conuri C, C’, deci 


4) oT) = HE E L RR Ir I), 


unde J, 7! sint înălțimile conurilor C, C’. 
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Fie h = I — T înălţimea trunchiului de con. Folosind aceeaşi aplicaţie 
2. $2 putem scrie că 


pi bla e a dai ee BE 
i ie pi pa EA 
de unde 
A Rh 
i fi dai 
Analog obţinem 
i pe he 
(6) I RER 


Înlocuind pe Z și J’ din relațiile (5) și (6) în relaţia (4) obţinem: 


S sain Reh wry PrN = nh 3 __ p3 _ Rh 24 va 
AD la r ri ee e a D pda nea adu) 


Am demonstrat: 
Volumul unui trunchi de con. circular este dat de formula: 


(7) | vol. tr. con = = (R2 + r? + Rr) 


unde R, r şi h sînt respectiv razele bazelor şi înălțimea trunchiului de con. 
Demonstraţi formula volumului trunchiului de con folosind formula 
volumului pentru trunchiul de piramidă și principiul lui Cavalieri! 


Aplicaţie. 
1. Să se demonstreze că volumul trunchiului de con se calculează și prin 
formula 


(6) WT) = Rr ari) = (B+ + 45m) 
unde Frm, Sm reprezintă raza, respectiv aria secţiunii în 7 la distanța k de la 
baza mare (fig. VII.23). 

Rezolare. Deoarece (2rm)? = (R+r) =R°+r°+2Rr, 
avem Rr = $ (ár2% — R? — r°); înlocuind în formula (7) 


se obține formula (8). 


Exerciţii 


4. Aria laterală a unui trunchi de con circular drept este 
egală cu 225m, generatoarea 25, iar înălţimea 24. Să se calculeze 
volumul trunchiului de con. Fig. VIL.28,. 
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5. Un trunchi de con circular drept are razele bazelor 9 şi 45, iar generatoarea 10. 
Să se afle aria laterală și volumul conului din care provine trunchiul de con. 


6. Într-un trunchi de con circular drept, raportul ariilor bazelor este egal cu 4. Gene- 
ratoarea are lungimea egală cu a şi este înclinată faţă de planul bazei cu un unghi de 45°, 
Să se calculeze volumul trunchiului de con. 


7. Un trunchi de con circular drept are înălțimea egală cu 10, iar razele bazelor 8 şi 
18. La ce distanţă de baza mică trebuie făcută o secţiune printr-un plan paralel cu bazele 
astfel încît secţiunea. făcută să aibă aria media proporţională între ariile bazelor? 


8. Într-un con de rotaţie cu raza R = 5 și înălțimea I = 12 se face o secţiune para- 
lelă cu baza avind aria egală cu 4r. Să se calculeze aria laterală și volumul trunchiului 
de con format. 


9. Razele bazelor unui trunchi de con sint R şi r; generatoarea formează cu planul 
bazei mari un unghi de 45°. Să se afle aria laterală şi volumul trunchiului de con. 


10. Se dă un hexagon regulat cu latura 4. Să se calculeze aria şi volumul corpului 
rezultat prin rotirea suprafeței hexagonale în jurul axei de simetrie ce trece prin mijlocul 
unei laturi. 


11. O suprafață trapezoidală drepțunghică ABCD (BC -L AB) se roteşte în jurul 
unei axe paralele cu BC, la distanța 3 de la BC, axa fiind în afara trapezului. Dacă 
AB = 5, AD = 5 şi CD = 2, să se afle aria și volumul corpului de rotaţie. , 


§ 4. Sfera. 


În capitolul IV $ 4 am definit sfera 
(0, r) = {M | OM =r}, 
interiorul sferei 
} Int 80, r) = {M | OM <r} 
şi corpul sferic 
[3(0, r)] = 3(0, r) U Int s(0, r) = {M| OM xr}. 
Se defineşte și exteriorul unei sfere şi anume: 
Ext 80,7) = {Q |00 >r}. 


Dacă M €8s(Ọ, r), atunci prin raza sterei 
vom înțelege atit segmentul [OM] cit şi numărul 
OM =r (fig. VII.24). Dacă P şi @ sînt două 
puncte pe sfera (0, r), atunci segmentul [PỌ] se 
numește coardă a sferei. O coardă care conţine 
4 centrul sferei se numește diametru. Evident că lun- 
Fig. VIL24. gimea fiecărui diametru este egală cu 2r. 
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CI 


Fig. VIL.25. Fig. VIL.26. 


Poziţiile unui plan faţă de o sferă 


Teorema 1. Fie S(0,r)o sferă și « un plan, M=pr,0 şi h=d(0, a)=0M. 

a) Dacă h >r, atunci planul & și sfera &(0, r) nu au puncte comune. 

b) Dacă k = r, atunci planul « și sfera £(0, r) au exact un punet comun. 

c) Dacă 0 < h< r, atunci planul « și sfera $(0, r) au în comun un cere. 

d) Dacă 4 = 0, adică O € «, atunei planul « intersectează sfera după un 
cerc de rază r, numit cerc mare al sferei. 

Demonstraţie. a) Fie h >r; pentru orice punct P Ea avem: 
OP > d(0, M) >r, deci P € Ext 8(0,r) (fig. VII.25) și 

EO N e. 

b) Fie h = r, atunci M € (0, r). Dacă P E «, P + M, atunci în tri- 
unghiul dreptunghic OMP(OM _ MP) (fig. VII.26) avem: OP >0M =r 
şi deci P € Ext (0, r). Aşadar 8(0, r)ha = {M}. y 

c) Fieh <r; notăm a = V/r2— h2. Dacă PEO(M,a, a), atunci OP = 
= h F a = h? F r= = r, deci PES(0,r). Aşadar, toate punctele 
cercului 2(M, a, «) aparţin intersecţiei $(0, r) Na (fig. VII.27). Fie acum Q 
un punct comun planului « și sferei &(0,r). Atunci avem 00 =r şi MQ = 
= VO0Q2— 0M = Vr? = k? = a, deci Q E@(M, a, a). Aşadar 8(0,r)ha = 
= @(M, a, a). Cercul @(M, a, «) 
se numește secțiunea făcută de plan 
în sfera 3(0, r). 

d) Dacă k = d(0, a) =0 atunci 
M = 0, deci 0€a, și planul « inter- 
sectează sfera după un cerc al cărui 
centru este centrul sferei O şi a 
| cărui rază este, deci, raza sferei 
l (fig. VII.28). 
| Un plan « se numește respectiv 
secant, tangent sau exterior sferei 


Fig. VIL.27. 
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Fig. VII.28. Fig. VIL.29, 


după cum pianul œ intersectează sfera într-un cerc, într-un singur punct 
sau în nici un punct. 
Din demonstraţia punctului b) a teoremei 1 rezultă că: 


Observaţie. Orice plan tangent la o sferă este perpendicular pe rază în punctul de 
tangenţă. 


Poziţiile unei drepte față de o sferă 


Teorema 2. Fiind date sfera $0, r) şi dreapta a, se notează 
M = pra0O şi h = d(0, a) = OM. ` 

a) Dacă kh >r, atunci dreapta a şi sters $/0, r) nu au punete comune 
(dreapta a este exterioară sferei). 

b) Dacă k = r, atunci dreapta a și sfera $(0, r) au exact un punet comun 
(dreapta a este tangentă sferei). : 

c} Dacă 0 < h <r atunci dreapta a și stera S(0, r) au exact două puncte 
comune (dreapta a este secantă). 

Demonstraţie. Intersecţia planului (Oa) cu sfera (0, r) fiind un cerc de 
rază r, teorema 2 revine la teorema analoagă învățată la cerc (manual cl. a IX-a 
„Poziţia unei drepte faţă de un cerc“) (fig. VII.29). Din teorema 2 rezultă 
că dreapta a este tangentă la sfera (0, r) dacă și numai dacă d(O, a) = r. 
Punctul comun tangentei și sferei se numește punct de tangenţă sau punct de 
contact. Din teorema 2 rezultă de asemenea: 

Observaţie. Fiecare tangentă, la sferă este perpendiculară pe raza dusă în punctul de 
tangenţă M, deci aceste tangente sînt incluse în planul tangent in punctul M (fig. VII.26). 

Corpul sferic îl putem defini și prin rotația unui semidisc în jurul diame- 
trului care îl mărginește, iar sfera se obține prin rotația unui semicerc. ` 


Exerciţii 


1. Să se arate că un corp sferic este o mulţime convexă, iar exteriorul unei sfere nu 
este o mulțime convexă. 

2. Să se arate că simetricul oricărui punct al sferei (0, r) faţă de centrul O aparţine 
de asemenea sferei (0, r). d 
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3. Să se arate că suportul oricărui diametru al sferei este axă de simetrie a sferni, 
4. Dacă două cercuri din spaţiu neașezate în același plan au două puncte comune 


există o sferă şi numai una care conţine cele două cercuri. 
5. Prin două puncte distincte de pe sferă, care nu sînt coliniare cu centrul sferei, 


trece un singur cerc mare al sferei. 


Calota şi zona sferică 


Să considerăm sfera (0, r) şi un plan a, situat la distanţa k de la centrul. 0 
(k <.r). Atunci a N$(0, r) este un cerc de centru M = pra0 și rază ra. Să 
notăm prin S şi 5” semispaţiile închise limitate de planul a. ` 

Intersecţiile 8(0, r)NS și &(0, r) NS” se numesc calote sferice. Cercul 
@(M, r, a) este baza calotelor (fig. VII.30). Notind cu [P+P2] diametrul sferei 
perpendicular pe «, distanţele MP, = r — k, MPa =r + k sint înălțimile 
calotelor. Dacă O € a, cele două calote se numesc semisfere. 

Fie a, B două plane paralele care intersectează sfera 8(0,r) după cercu- 
vile @( M, ru a) și 0(Ma, ra B). Mulțimea 8(0, r) N[a Ma NIBM; (porțiunea din 
sferă cuprinsă între planele a și 6) se numeşte zonă sferică de baze @( Mu ru «) 
şi O(M,, Ta B) şi înălțime h = Mi Ma (fig. VII.31). - 

Observaţii. a) Calota şi zona sferică sînt de asemenea suprafeţe de rotaţie. Rotind un 
arc mic de cere AB în jurul suportului d al unui diametru, se obţine o calotă sferică, dacă 


Aed şi o zonă sterică. dacă AÈ Nd = Ø (fig. VII.32 şi VII.33). 


R 
: i 
Q 
Su 
B Fig. VII.80. 
Fig. VIL.92. Fig. VIL.93. 
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b) Calota sferică poate fi considerată ca un caz particular de zonă sferică (una din 
baze se reduce la un punct). : 


Aria zonei și calotei sferice. Aria sferei 


Să considerăm o zonă a sferei S(O, r) şi un trunchi de con circular drept T înscris 
în zonă (bazele trunchiului de con sînt bazele zonei) (fig. VII.34). Secţionind sfera cu un 
plan « ce trece prin cele două centre M și N ale bazelor trunchiului de con, deci și prin 


punctul O, se obţine un cerc cu centrul în O; fie [AB] o generatoare a trunchiului de 
con în planul œ. Atunci 


a) o(T) = m AB- (AM + BN). ; 
P și Q fiind mijloacele laturilor [AB] şi [MN] ale trapezului dreptunghic ABNM, rezultă că 
(2) AM + BN = 2 PQ. 
Înlocuind relația (1) obținem: \ 
(3) cu(T) = 2m * AB - PQ. 
Fie C = prgy4. Din asemănarea triunghiurilor ABC şi POQ rezultă că: 
AB _ 40 
OP PQ 
de unde 


AB PQ = 0P- AC. 
Cum AC = MN, rezultă că AB: PQ = OP + MN. Înlocuind aceasta în relaţia (3) 
obținem: 
(4) o(T) = 2r -0P : MN. 
Să considerăm acum sfera (0, r) şi zona sferică Z de înălțime k = MN, cu bazele 
cercurile C(M, AM, œ) şi C(N, BN, 6). Zona Z intersectează un cerc mare al sferei d(O, r), 


situat într-un plan perpendicular pe «, în arcele 3È şi TP (fig. VII. 35). Împărțim 


arcul AB în arcele congruente AA, AA, -::5 Ana B și ducem prin punctele A4, A, ..., An 1 
plane paralele cu «, care taie segmentul (MN) în punctele M,, Ms, ..., Mn- şi împart zona Z 
în zonele Z,, Za, -..; Zn de înălțimi MM,, MM, .-. Mn—B. Înscriem în aceste zone 
trunchiurile de con 7, Ts, ..., Tn; reuniunea Sn a suprafeţelor laterale ale lui T4, ..., Zn 
aproximează zona Z. Vom arăta că ariile o(Sn), n = 1, 2, 3,..., aproximează prin lipsă 
un număr unic, numit aria zonei sferice şi notat cu o(Z). 


Fig. VIL34 Fig. VI, 
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Notind cu Pr mijlocul lui [AnosAn] şi folosind formula (4), aria laterală a lui Th 
se scrie (Tr) = 2r*OPh* Mn Mn (Mo =M, Mn = B). Suma tuturor acestor arii 


laterale este aria lui Sn: 
n 


k n 
a(Sn) = $y au(Tn) = 27 X Pa: Ma Ma. 
k=1 RI 
a a 
Deoarece arcele Ak_yAn sînt congruente, coardele (Apk-„An) şi de asemenea segmentele 
(OPp) sint congruente între ele. Așadar 


n 
(5) o(Sn) = 2x-02P,* DD MinMr = 270P, MN. 
RZI 
Dacă n creşte, distanța OP, aproximează prin lipsă raza r a sferei S(O, r) cu orice 


precizie dorită, deci, ţinind cont de (5), o(Sn) aproximează prin lipsă atu 2nr' 
- MN = 2mrh, de asemenea cu orice precizie dorită. Cu alte cuvinte: 2nrh este cel mai 
mic număr mai mare decit toate ariile aproximative o(Sn). Aşadar o(Z) = 2arh. 


Aria zonei sferice se calculează cu formula: 


| aria zonei = 2rrh 


unde r este raza sferei, iar h îndlțimea zonei sferice. 
Ținînd cont că o zonă sferică la` care una dintre baze se reduce la un 


punct devine o calotă sferică, atunci aria calotei se va calcula tot după 
. v sY - 
aceeaşi formulă, adică: - 


aria calotei = 2xrh | 


unde r este raza sferei, iar h este înălțimea calotei. 
Aria sferei se obţine imediat considerind sfera ca o zonă cu înălțimea 
h = 2r: Deci 


| aria, sferei = 4nr? | 


Volumul corpului sferic 
Teorema 3. Dacă raza Beal este r, atunci 


S pct: |] 
vol. corp sferic a a | 


Demonstraţie. Considerăm corpul sferic S(O, r), cilindrul de rotaţie C de rază r și 
înălțimea 2r, precum'și corpul C, U C}, unde C, şi Ce sînt conuri de rotaţie congruente, 
cu aceeași axă, cu generatoarele în prelungire, de rază r și înălţime r. Cele trei corpari sint 
disjuncte şi așezate pe același plan «œ (fig. VII.36). Secţionindu-le cu un plan $ || «, la 
distanţa z de O, se obţin trei discuri avind razele respectiv MW pentru sferă, PQ 
pentru con și UV pentru cilindru. Deoarece MN? = r? — a, PQ= x, UV =r, re- 
zultă că 7MN? + PO? = zUV?, adică aria secţiunii prin B în SU (C, U Ca), este egală, 
cu aria secțiunii în C. Aplicînd principiul lui Cavalieri obținem: v(S) + v(C, U Ca) = v(C) 
de unde i 


u(5) = (0) — UC. U 0.) = 20 — 2 = = me, 
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9 — Geometrie şi trigonometrie, cl. a X-a 


Fig. VIL.36. 


Aplicaţii. 1. Se observă că. [&(0, r)] = $ o(4(0, r)) +r. Acest rezultat 


este valabil mai general: dacă 3 este o suprafaţă inclusă în sfera (0, r), care 
are arie, şi S reuniunea segmentelor [0 P].cu P E X (fig. VII.37), atunci 


__ o(B)er 
(6) o(s) = ST, 


Formula (6) poate fi demonstrată aproximind pe § din interior cu o 
reuniune de piramide avind ca virf comun punctul O, iar ca baze triunghiuri 
cu virturi pe J. $ ; 

În cazul cind X este calotă sferică, S se numește sector sferic (fig. VII.38), 
pentru care se obține din (6): 

(7) ] vol. sector sferic = dii , 

2. Două plane paralele a și B, care intersectează sfera 8(0, r) după cercu- 
rile 0(M,, ru, «), 2(M,, r2, B), (r1 > ra), descompun corpul sferic [$(0, rY] în 
trei corpuri, numite segmente sferice (fig. V11.39 și VII.40). Vom arăta că volu- 


Fig. VI.87. Fig. V35. Fig. VII.99. 
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mul V al segmentului sferic se calculează cu 

aceeași formulă (8) de la $ 3, pe care am 

stabilit-o pentru trunchiul de con. Tratăm cazul 

segmentului sferic Sa, p cuprins între planele « f i A 

'şi B (pentru cele în exteriorul lui « și B se ia | X | 

ra =0), şi M, E (0M3). i O 
Considerăm părţile corpurilor 5, GU a 7 

şi C din demonstrația teoremei 3 cuprinse între x 

planele « și ß: segmentul sferic Sa, p trunchiul de SRA ea í 

con Ta p şi cilindrul Ca, g (fig. VII.41). Între volu- Fig. VIL40. 

mele lor V, V', V” există relația: V = V” — V". 

Fie h = MM, M, mijlocul lui [MM], Tm = d( Ms, MM) şi x = OMs. 

Secţionind pe Se, p Ta, pı Ca p cu un plan y ||«, care trece prin Ma, se 

obțin trei discuri de arii mr, S! = Tx, s= nr’ Şi avem: S — B' = trê, 

s —- b! = mrd, s— S' = ară, unde B', b' sint ariile bazelor lui Ta, p- 


'Ținind cont de formula (8), $ 3, rezultă! V = V" — V' = hs — tg +b + 
ar 4s') = Zits BP) a O a s')], deci 
da pri ri + ri) 
Putem găsi o expresie pentru V în funcţie de ry ra şi h. Din 
poa [eo = ir 3) 
se dvdudă că ară, = 272 -+ 273 + h? şi avem în final pentru volumul segmentului sferic: 


(9) = = (3r? + 3râ + h’). 


Fige VILA, 
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Dacă segmentul sferic se obține din corpul sferic prin secţionare cu un singur plan 
(fig. VIL.40) ra = 0 şi 
TU 


(10) V = i (3r2 + h3). 


> 


Deduceţi formula (10) prin descompunerea sectorului sferic într-un segment sferic 
şi un con! 

3. În cazul altor corpuri de rotație (de exemplu butoaie, cisterne etc.) 
formula (8) serveşte la calcularea aprozimativă a volumelor. Se obţin aproxi- 
maţii bune, dacă corpul se descompune în suficiente părţi prin plane paralele 
şi formula (8) se aplică separat pentru fiecare parte. 


Exerciţii 


6. Un corp sferic de rază 6 se secţionează cu un plan «. La ce distanţă de centrul 
sferei trebuie dus planul « pentru ca aria discului de secţiune să fie egală cu 97r? 


7. Să se afle raza unei:sfere ştiind că aria sa și volumul corpului steric se exprimă prin 
același număr. 


8. O zonă sterică are razele bazelor 15 și 8, iar raza sterei este 17. Să se afle aria zonei 
sferice (în două cazuri). 


9. Să se afle muchia unui tetraedru regulat înscris în sfera de rază R. 


10. Raza bazei unui con circular drept este egală cu 4 și înălțimea 3. Să se afle volu- 
mul corpului sferic înscris în con. - 


11. Să se afle muchia unui cub înscris în sfera de rază R. 


12. Într-o sferă de rază 10 se înscrie un cilindru circular de înălțime 12. Să se cal- 
culeze aria laterală și volumul cilindrului. 


13. Baza unei prisme drepte este un triunghi cu laturile 6, 8 şi 10, iar înălţimea pris- 
mei este egală cu 24. Să se afle aria și volumul sferei circumscrise prismei. 


14. Unei sfere de rază R i se circumscrie un trunchi de con. Știind că raza bazei mici 
este de patru ori mai mică decit raza bazei mari, să se afle aria totală și volumul trunchiu- 
lui de con. 


15. Dintr-un cilindru de metal în care înălțimea şi lungimea diametrului bazei sînt 
egale cu 20 cm, se strunjeşte un corp sferic de volum maxim. Să se afle volumul materia- 


dului pierdut. 


16. Un con circular drept are înălțimea egală cu h și este înscris într-o sferă S de 
rază R. a) Să se calculeze în funcţie de R şi h volumul V şi aria laterală $ a conului. 
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b) Să se arate că Kau depinde de k. c) Se consideră calota sferei d, care are aceeași 


bază ca şi conul și nu conţine vîrful conului. Să se calculeze aria calotei şi să se deter- 
mine âpoi h astfel încît aria laterală a conului să fie egală cu aria calotei. 


Exerciţii recapitulative 


1. Diagonala secţiunii axiale a unui cilindru echilater (secţiunea axială este un pătrat) 
este egală cu a. Să se afle volumul prismei octogonale regulate înscrise în acest cilindru. 


2. Într-un cilindru circular drept de rază a și generatoare b este înscrisă o prismă tri- 
unghiulară regulată, iar în prismă este înscris un cilindru. Să se afle raportul volumelor 


celor doi cilindri. 


3. Să se calculeze raza cercului de bază şi generatoarea cilindrului circular drept a 
cărui arie totală este jumătate din aria sferei în care poate fi înscris. 


4. Să se afle la ce distanţă de virful unui con, cu raza bazei 4 și înălțimea 5, “trebuie 
să ducem un plan paralel cu baza pentru ca acest con să fie împărţit în două părţi de ace- 
laşi volum. 


5. Se dă un con circular drept în care « este măsura unghiului format de înălțime cu 
generatoarea, iar r este raza sferei înscrise în con. a) Să se exprime în funcţie de a și r aria 
laterală a conului. b) Să se determine e astfel încît această arie să fie egală cu 377? (sin a). 


6. Într-un vas în formă de con circular drept, cu înălțimea de 6 dm, cu virful în jos, 
se toarnă 150,72 1 de apă. Apa se urcă în vas pînă la 4 dm. Să se afle capacitatea vasului 


întreg. 


7, Un con circular drept, care are raza bazei R şi înălțimea 7 = 2R, se taie cu un 
plan paralel cu planul bazei determinind astfel un trunchi de con de înălțime d. a) Să se 
calculeze volumul trunchiului de con în funcţie de R și d. b) Să se determine d în funcţie 
de R astfel ca în acest trunchi de con să se poată înscrie o sferă. 


8. Să se afle aria totală şi volumul corpului obţinut prin rotația unei suprafețe 
hexagonale regulate în jurul suportului unei laturi, știind că latura hexagonului este 


egală cu a. 


9. Să se calculeze aria laterală și volumul unui trunchi de con știind că raza bazei 
mari este egală cu R/ 3 şi că în trunchiul respectiv se poate înscrie o sferă de rază R. 


10. În trapezul ABCD, cu bazele [AB] şi [DC], diagonalele [AC] şi [BD] se intersec- 
tează în O. a) Cunoscind AB = a, DC = b(a > b) şi înălţimea 4 a trapezului, să se cal- 
culeze distanţele de la punctul O la cele două baze. b) Fie V, și V, volumele corpurilor 
obținute prin rotația suprafeței trapezoidale ABCD în jurul bazelor DC respectiv AB. 
Care dintre cele două volume este mai mare? 


11%, O sferă de centru O şi de rază R este secţionată de două plane paralele a și B 
situate la distanţa P unul de altul. Să se afle distanța de la centrul sferei la planul a astfel 
încît aria zonei sferice dintre cele două.plane să fie egală cu suma ariilor secţiunilor plane. 
Discuţie. 
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“18, a) La ce distanţă de centrul unei sfere $ de rază R trebuie dus un plan astfel 
ca aria calotei mici, ce se formează, să fie egală cu aria laterală a conului circular drept, 
avind ca bază cercul de intersecţie al planului cu sfera și vîrful pe calota mare? b) Să se 
afle raportul dintre volumul conului și volumul corpului sferic [S]. 


18. Într-un trapez isoscel ABCD un unghi ascuţit este de 45°, iar latura oblică este 
congruentă cu baza mică [CD]. 
a) Dacă AD = 10, să se afle lungimea diagonalei [BD]. 
5 b) Să se afle volumul corpului obținut prin rotația suprafeței trapezoidale [ABCD] 
în jurul dreptei AB. 


14. Un con de rotație are raza bazei R și înălțimea Ph. Să se înscrie în el un cilindru 
de arie totală maximă. 


Probleme recapitulative 


1. Să se arate că un poligon convex nu poate avea mai mult de trei unghiuri ascuţite, 


2, Fie ABC un triunghi. Să se găsească locul geometric al punctelor M e (ABC) 
pentru care o[ ABM] = [4CM]. 


3. Se dă un patrulater convex ABCD. Să se afle locul geometric al punctelor M e 
e Int ABCD pentru care o[MBCD] = o[MBAD]. 


4.. Să se determine o dreaptă MN, paralelă cu bazele unui trapez ABCD (M e (AD), 
N e (BC)), astfel încît diferența ariilor lui [ABNM] şi [MNCD] să fie egală cu un număr 


dat. 
5. Pe laturile triunghiului ABC se iau punctele D, E, F astfel ca 22 = 


= CE = AR = 2. Să se afle raportul ariilor triunghiurilor DEF şi ABC. 
EA FB = - 

6. Laturile neparalele ale unui trapez circumscris unui cerc formează cu baza mare 

unghiuri de măsură « respectiv . Să se afle raza cercului, ştiind că aria trapezului este S. 


7. Se consideră un triunghi echilaleral ABC şi discul [e Q a) unde O este 
ortocentrul triunghiului şi a=AB. Să se determine aria suprafeței [ABC] — 


3) 


8. Să se arate că în orice triunghi ABC: 


b) (02+ eè — a?) tg A = 4S; lâ) AT 


x sin ($ i c) 
b+c 2 


c) = -——— =; 
rR = sin (A + B) 


A B CAN 
d) p =r [ctg = + ct A ; 
2=rf A TEREA 


cig 


15 18 


e) cig z ctg 
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9*. Să se arate că în orice triunghi ABC avem: 
a) a ctg A + b ctg B + c ctg C = 2(R + r); 
sin A + sin B + sin C _ p 
cos 4 + cos B + cos C TER + r 

10. Se dau dreptele de ecuaţii y = x + b — a, y = 2x + b — 2a și y = 3t +b — 
— 3a — 2, unde a, b ER. Să se determine măsurile unghiurilor triunghiului determinat. de 
punctele lor de intersecție. 


b) 


11. Dacă H este ortocentrul triunghiului ABC, să se arate că: 
a) AH = 2R cos A, 
b) a AH + b BH + c CH = 45. 
12*. Dacă O este centrul cercului circumscris triunghiului ABC, iar 7 centrul cercului 
înscris, să se arate că 
OI: = R(R — 2r). 
13*. Să se arate că în orice triunghi ABC, 
Bera i 


cos? >= 
ERER 


[i 


14. Să se calculeze z” + 1 , ştiind că z + ta 2 sin a. 
z Z > 


15. Să se rezolve ecuația zn + zh +... +z +1 = 0. 
16. Să se rezolve ecuația: (z + 1)” — (z — 1)" = 0. 


17. Să se demonstreze că dacă |z| < $ , atunci 


a în 2 
18%. Se dau dreptele d și d’. Să se arate că prin fiecare punct al spaţiului trece o 
dreaptă perpendiculară pe d şi pe d. 


19%. Se dau dreptele d, d’ nesituate în același plan și punctele A ed, Bed. Să se 
afle locul geometric al punctelor M pentru care Pr apt = A și pryM = B. 


20%. Să se găsească locul geometric al punctelor din interiorul unui unghi triedru 
2 egal depărtate de muchiile lui a, b, c. 


y A 
21*. Fie db un unghi triedru cu D = áe Să se arate că planul bisector al unghiului 
diedru determinat de feţele care conțin muchia a, este perpendicular pe planul feţei opuse. 


22%, Să se construiască o dreaptă care să intersecteze două drepte date și să fie 
perpendiculară pe o altă dreaptă dată. 


23*. Fiind date punctele A, B, situate de aceeași parte a unui plan, să se afle în 
acest plan punctul pentru care suma distanțelor sale la A şi B este minimă. 


24*, Pe una din muchiile unui unghi triedru se dă punctul A. Să se construiască pe 
celelalte muchii cîte un punct M, N astfel încît suma AM + MN + NA să fie minimă. 


25*, Cite muchii ale unei piramide pentagonale pot fi intersectate de un plan? 
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` 26*, Printr-o dreaptă dată să se ducă un plan pe care proiecţiile a duuă drepte date 
să fie paralele. 


27. Se consideră un tetraedru [ABCD] şi centrele de greutate L, M, N ale triunghiu- 
rilor BCD, CAD, ABD. a) Să se arate că (ABC) || (LMN). b) Să se afle raportul dintre 
ol ABC] și [LMN]. s 


28. Se consideră un cub [ABODA'B'C'D']. Punctul A se proiectează pe A'B, A'C, 


A'D respectiv în Aa, Az Aa. Să se arate: a ACL (414243); b) AA, L 44, AA L 


I Adz; €) AAAA; este un patrulater inseriptibil. 
j 


29. Se consideră triunghiurile dreptunghice BAC și ABD (m(ACB) = m(4D8) = 
= 90°), situate în plane perpendiculare. M, N fiind mijloacele segmentelor [AB], [CD], 
să se arate că MN L CD. 


30*. Să se demonstreze că semiplanul bisector al unui unghi diedru într-un tetraedru 


` împarte muchia opusă în segmente proporționale cu ariile feţelor alăturate. 


31. Fie A un vîrf al unui tetraedru regulat și P, Q două puncte pe suprafața lui. 


[N 
Să se arate că m( PAQ) < 60°. 


32*. Să se arate că suma măsurilor unghiurilor diedre ale unui tetraedru este mai mare 
decit 360%, : 


33*. Se consideră dreptele paralele d,, ds, conţinute într-un plan æ și o dreaptă AB 
care intersectează planul « în punctul C. O dreaptă variabilă, inclusă în œ şi trecînd prin C, 
taie d, da respectiv în M, N. Să se afle locul geometric al intersecţiei AM N BN. În ce caz 
locul geometric este mulţimea vidă? = 


34. Un plan « intersectează laturile [4B], [BC], [CD], [DA] ale unui tetraedru 
[ABCD] în punctele L, M, N, P. Să se demonstreze că AL- BM-CN-DP = BL: 
*CM-DN- AP. 


85*. Dintr-un punct A exterior unui plan « se duce perpendiculara 40,0 e œ şi se 
iau B, C e a. Fie H, H, respectiv ortocentrele triunghiurilor ABC, OBC, AD şi BE înăl- 
țimi în triunghiul ABC, iar BE, înălțime în triunghiul OBC. Să se arate: 
JAHRAB OA aa E 4 

7 AD H,B EE, 
- 86*, Se dă un tetraedru [ABCD] în care AB | CD şi AC | BD. Să se arate: 
a) AB? + CD? = BO + AD?" = CA? + BD?; .b) mijloacele celor șase muchii se află 
pe o sferă. 
37. Se dă o prismă triunghiulară [ABCA'B'C'] care are feţele laterale pătrate. Fie 


M un punct mobil pe [AB], N. proiecția lui M pe (BCC”) şi A” mijlocul lui [B'C']. Să se 
arate că A'N şi MA” se intersectează într-un punct P și să se afle locul geometric al lui P. 


38. Fie tetraedrul [ABCD] şi G centrul-de greutate al triunghiului BCD. Să se arate 
că dacă M e AG atunci |MGBC] = UMGCD] = UMGDB]. i 


39. Se consideră punctul M aparţinind interiorului unui triedru tridreptunghic de 
virf O. Să se ducă prin M un plan care să intersecteze muchiile triedrului respectiv în 
puncte A, B, C astfel ca M să fie ortocentrul triunghiului ABC. 


„137 


40. O grămadă de nisip are drept baze două dreptunghiuri situate în plane paralele 
și feţele laterale trapeze. Să se găsească volumul grămezii cunoscind dimensiunile a, b ale 
bazei mari, a”, b’ ale bazei mici și h distanţa dintre cele două baze. 


41. Se dă un trunchi de piramidă de înălțime 7 şi ariile bazelor B și 5. Se unește un 
punct oarecare O al bazei mari cu virturile A, B, A’, B’ ale unei feţe laterale. a) Să se arate 


că JOA4'B'A] = sa *u(OABB']. Să se determine cu ajutorul relaţiei de mai sus formula 
B - : 


volumului trunchiului de piramidă. ` 


42*, Să se demonstreze că dacă într-un tetraedru ariile fețelor sînt egale, atunci 
fiecare muchie este congruentă cu muchia opusă. 


43. O prismă triunghiulară regulată este circumscrisă unei sfere de rază R. Să se 
afle aria și volumul prismei. : 


44, Un triunghi dreptunghic cu catetele respective b și c, iaripotenuza a se roteşte 
pe rind în jurul ipotenuzei şi al celor două catete. V, Va, Va; Su Sa Ss fiind volumele 
respectiv ariile lațerale ale celor trei corpuri formate, să se arate: 

p) Se Sa + Sa 


S. 
+a 
SS 5 


4 
a) = 3 
= ata» 


45. Un coș de fabrică are forma unui trunchi de con cu înălțimea de 10 m, bazele 
trunchiului de con au lungimile exterioare de 3,14 m și 1,57 m, grosimea zidului fiind de 
18 cm, Să se calculeze volumul coșului. 


46. Într-o sferă de rază R se înscrie o piramidă regulată cu baza un pătrat și cu unghiul 
de la vîrful unei fețe laterale de măsură e. Să se afle: a) volumul piramidei înscrise, b) aria 
laterală și totală a piramidei, €) valoarea œ, cînd înălțimea piramidei este egală cu. raza 
sferei. 


47. Un trunchi de con are aria laterală egală cu 4ra? și înălţimea a, iar generatoarea 
sa este egală cu suma razelor bazelor. Să se calculeze în funcție de a razele bazelor şi aria 
laterală a conului din care face parte trunchiul de con. 


48, Fiind date punctele distincte A și B,.să se afle locul geometric al punctelor M 
din spațiu pentru care AM | BM. 


49. Să se arate că dacă trei sfere au un cerc comun, atunci centrele lor sînt coliniare. 


50. Să se găsească locul geometric al centrelor sferelor care trec prin: a) două puncte 
date, b) trei puncte date, 


51. Să se afle locul geometric al centrelor sferelor dè rază dată tangente la o dreaptă 
dată. 


52, Fie C un cerc situat pe sfera S și A e C. Să se arate că tangenta la cercul C în 
punctul A este inclusă în planul tangent la sfera S în A. 


58, Un plan paralel cu baza piramidei [ VABC] taie muchiile laterale în 47, B’, C^ 
Să se arate că sferele circumscrise tetraedrelor [VABC] și [VA'B'C'] sint tangente. 
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54, Să se arate că raza sferei înscrise într-un tetraedru se calculează cu formula 
a Nile e | 
x ME A S 


unde Sy, Sa, Sg, Sa sint ariile fepelor, iar V volumul tetraedrului. 
pa 


55, Se rotește un triunghi ABC în jurul tangentei în A la cercul circumscris. Să se 
exprime aria suprafeței descrise de [BC] în funcţie de a = BC,b = CA,c= AB. 


56. Un con circular drept cu generatoarea a, are trei generatoare perpendiculare 
două cite două. Să se afle: a) volumul conului, b) aria sferei înscrisă în acest con, c) raportul 
ariilor calotelor determinate de cercul de tangenţă al sferei cu conul. 


57. Două sfere de centre O şi O, şi raze R şi R, (R, < R) sînt tangente exterior. Să 
se afle aria laterală a trunchiului de con ce are ca baze cercurile de tangenţă cu cele două 
sfere ale conului circumscris sferelor, i 


58*, Patru sfere de aceeași rază r, sînt tangente două cite două. Să se afle înălţimea k 
a conului de rotaţie circumscris, celor patru sfere. 


59*, O mărgea se obţine dintr-un corp sferic prin perforare cu un burghiu al cărui ax 
trece prin centrul sferei. Să se afle volumul mărgelei, știind că gaura obținută are lun- 
gimea h. 


Indicații şi răspunsuri 


Capitolul | 
$1. 


2. (n —2):180 = n * 135°; n = 8. 8. n*1800 — (n — 2) + 180° = 360°. 4. 10. 5. 3. 
§ 3. 


2. Triunghiul dreptunghic. 4. a) [AOD] +[40B]=o{[BOC]+0[4A0B]. b) a[40D] = 
= MO h = o[BO0]=ON *k, unde h este înălțimea trapezului. 6. Paralela prin D la 
laturile unghiului BAC taie AB în E și AC în F; MN va fi paralelă cu EF. 7. P este 
centrul de greutate al triunghiului ABC. 8. Se consideră punctele M, N e(AB) astfel 
că Me(AN). Paralelele prin M și N la BC intersectează latura (4C) în M şi N. 


Se notează AM Et UNEA y şi se pune condiţia ca cele două paralele să 

AB AB : 
descompună suprafața triunghiulară [ABC] în trei suprafețe de arii egale; deci 
Eli Dietă e Pe E e pa y> . 9. Fie trapezul ABCD, AB || DO, 
o[ABC] 3 y3 ga 


(0) = AD N BC, De (04), a=0D, bb =0A și MM’, NN’ dreptele cerute. OM? = 
z = (202 + d), ON? == (a? + 202). 


gA % 


e 2 
6. DacăC e AD, (40) = u(Dă) = a și OA = r, atunci o[EFDÒ] = = d (e 


EE (ra 3 E pă [ie r? pa E 
— 2a + sin 20) TS m + sin 2a) că 2a) = 2 (CD) = aria  sectoru- 


lui [SCD]. 


Exerciţii recapitulative 


2 2/2r2. 5. o[BCN] = [DCM] + olABM). 6. £. 


5 
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Capitolul Il 
ȘI 


1. a) (to, 2m — arcsin cele b) (5 m -+ arctg 


o) (V5; n= acis $), D 6, m), 2 a (D, D | 


d) (—5, 0) s. |2, arcsin}. (2 T+ arctg): 


g2. 


1. b) Membrul stîng al egalității se scrie sub forma z - (sin 2B + sin 2C), unde 


„2. a) Se exprimă cos B şi cos C din teorema cosinusului. 4, Aplicind teorema 


m = — 
sin A 

S X A A-—C B A-C_B A-—C B 

sinusurilor se ajunge la cos - = COS - = sau — = — : 
2 2 2 KF, 2 2 
2 2 _ q2 2 2 — qa? 
E e a A 2). unde mE ——, 
sin A 2be sin A 2abc sin A 
ş3. 


L. a) b=15,0C= arccos È, A= arccos = ; b) B =r — arccos Š , a= 4, 0. = 43; 


; 4) b=44+3V3, 4=T, 


ca | so 


6 
co) A= getea , B = arccos pe , C = arccos 
13 65 


= + arecos Š 6) a= V2, bn = 2, a =V/3+t; a =V2; ba = 2, c = V3 — 1; 


f) a= 5, b =7, a =2V10 +4; m= 5, b= 7, cp = 2/10 — 4; g) Problema nu 


are soluție. 2. a) C = m — A — B, a - AA - etc. 4 pa 0 E 
sin A + sin B + sin C 12 12 
- A ~” ' S 
5. DB = 14, cos D= 5, u(ÂDb) = 7, AB = 4/31), A e 
3 
arccos —. 
cu 5 ? 
$ 4. 


1. a) sin A = E, S= 208; b) S=1+V3; 0) S=6/6; d) A= Z. Se 


1 


observă că sin 24 = cos 34, de unde sin A = jet e, ; 53 (V5 — 1). =45, 


2 a=13; 215, hp 2Vî98, ea 18, B cos Ta VEV?) 
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de unde B — C = ~- , deci m(ĝ) = 75° şi m(6) = 45°. Se găseşte ŞS za (3+y/3). 
435 +495. b. S= È RVE Sa Re Sie Ž eya, Se = 2R" VT; Sa =3Rt, 


en ~ 
w- Š R(/5 — 1) (vezi exercițiul 1.d). 6. Dacă u(AOB) = 2«, O fiind 
4 


sin 2g sin a 


Sz = 107R? sin 


centrul cercului circumscris poligonului, egalitatea dată se scrie 


7; » care se transformă în sin 3æ = sin 4a. Se obţine «=, iar aria cerută 
sin 3g 7 

este E iata A Pt: 
2 7 


§ 5. 


1. a) Dacă A’ e BC, B’ e AC, C’ e AB sint punctele de tangenţă ale cercului înscris 
respectiv cu laturile triunghiului și dacă s= AB’, y = BC’, z= CA’, atunci z + 
+y>=c, ytz=aä, z+ x= b. Se obțin: r= p— a, y=p— b, z= pc. Relația 
rezultă din triunghiul dreptunghic AB’I unde 7 este centrul cercului înscris. c) Se calcu- 
r 


lează cos Ž cos Z cos Ê cu formulele (3), § 3 şi se ţine cont de (4). d) p — a = a 
f tg 

£ 2 

conform cu a). e) Se utilizează relația medianei 4m2 = 2(b? + c?) — a? şi teorema sinu- 
surilor. 2. Se aplică teorema sinusurilor în triunghiul AZB. 3. Se „alege un reper ca în 


figura I.4. Mediatoarele segmentelor [AB] şi [AC] au ecuaţiile 2z = c, 2y sin A + 
+ 2x cos A = b. Seobţin coordonatele lui O prin rezolvarea sistemului și apoi R = OA. 


Exerciţii! recapitulative 


1. Dacăa > d, din 4 = TPLA >í, rezultă sin A — sin B > 0, sin cani >0, 

b sin B 2 
A > B.2. a) Se elimină a, b în membrul sting cu ajutorul teoremei sinusurilor şi se obține 
sin 24 — sin 2B 


2 sin (A — B) 
forma ce oa E + a cos G — z) + b cos (a + z] . 8. Se calculează BC cù ajuto- 
4 


+ cos C = cos(A + B) + cos-C = 0. ¢) Se scrie membrul stîng sub 


rul teoremei cosinusului, apoi cos B și sin B. 4. Dacă 4'e BC, B'e AC, CeAB 
2 si 2 
se calculează qp'on= PA = F >, apoi o[A'B'I] şi o[A'C'I]. 5. sinz £ = 
9 a JL SA — o) 2 
= Că calu e pe e) < Sali 7. Din nm2 = 2(b? + c2) — a? şi teorema cosinu- 
2 ; hbe 4be 
sului se obține b + c = 41 şi be = 420. 
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par oan 


Capitolul IH 


§ 1. 


1. a) E(0, 1). b) Mulțimea punctelor situate în cadranul III şi pe semiaxa negativă a 
ordonatelor, (M(z, y) | z < 0, y < 0}. c) Mulțimea punctelor din interiorul unghiului for- 


mat de semidreptele (P(z,y) | y = V 3%, 2 < 0}și {P(x y) ly = 0, £ > 0}. d) {P(x y) lz? + 
-+ (y + 1)? < 4}, discul cu centrul în punctul (0, —1) şi de rază 2. 2. zı = 5(cos 0 + sin 0), 


Za > 2 [cos = + i sin =) iza 2, (cos < + isin z) E ema V13(cos œ + i sin «), unde 


1 
cos a 


i 


| cosa | 


a= 2m— arctg 2. g= (cosa+isina), dacă ae [o a Siza [cos(a + n)+ 
+ isin(a + m)], dacă ae (z. =). 8. |z| = 1, Arg a = {—a + 2kr| k e Z}; |z| = 1, 


Ppa” fat aimlhez). 


ş 2. 


e 
usy 3 (cos 7 +isin E] = at ji). 8. a) lz[ 24%, argz=0; b) lz]=2%, 


2 da 
argz = i c) |z| = 2, args = = ; d) |z |= 2% arg z = 0; e) 121 = 2V Feos =, 


arg 2 = n; f) |z | = 1, arg z= n. 8.260; b) —1;c) 2% sin”? ; [eos neza +isin nE s 
-4, Relația dată se. scrie z2— 2cosa'z+ 1 = 0, de unde EA = cosa + isina, 


ays Pays 4 ze 1 : die 
za = cosu — isin a = cos(—a) + i sin (—a), — = cosa — i sin a,— = cos ai sin a, 
zi Za 


aul 1 
pF = dat = > 2 cos na. 
z 22 


$3. 


1. EAE b) on AIE gain (24, kahi 2.8 8 5 
1; spillcos, jder i sin [72-a EE)]. git Ai (ie Casa 6 
oval (a+ Ti sin i d] mh ta ho i, Same 3 


2 MS 2k uree Aa ” 
= cos 22 + isin ku Ep = Cos SEE +isin ANE ek 6, Rădăcinile celor două ecuaţii 
n n n n 
Fi 2k EP k’ ga 2 9 A y 
sint: Zk = COS H +isin d + Za = COS JAR + isin “ET Rădăcinile comune corespund 
m m n 


S s z 1 i $ 2k 2 
valorilor lui k și Kk, care satisfac egalitatea — = —, sau kn = km. Deoarece 
m n 


(m, n)= 1 egalitatea are loc numai dacă k este un multiplu al lui m, deci numai zo =Á 
este rădăcină comună. 
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Ş 4, 


dep AV) E s (+i 3); b) 5V2 a si V2 (= + i). 


p 
2. a) z = 2, z=—1+iV3, rE E E AEN Ar za RA) A 
a T l 
ii 2 2 
$ 5. 


4. Dacă M,, M, au afixele zı Zz atunci imaginile M4, Ma au atixele 2, Ze și 
MiM = lZ — 3 |= a — z3 |= la — z3 |= MM 5. Avem arg za = arg z + 
„+ arg a — 2kr(k = 0 sau k= 1). a) (OM, = (OM, <+ arg zı = arg z, + arg «= 0; 
b) (OM, opus lui (OM, <> arg zu = arg za + T + arg « = m. 6. Se consideră imaginile lui 
Za — Z; ȘI za — Zu și se foloseşte exerc. 5. 7. Fie z atixul lui M; atunci |z| #1. 
Luind modulele celor doi membri ai egalității indicate și ţinind cont de |e?—e|= 
= |1 —e?|=]|1—e|=3, se obține: (a) |z— 1] +lz—e|>lz— e|, (b) |z—11— 
—|z—e|s|z—e?2| şi (c) lz—e|—|z—1|s|z—e2|, o egalitate putînd să aibă 
loc numai dacă imaginile lui (z — 1)(e2 — e) şi (z—e)(1 — e?) sint coliniare cu O. 
Dar atunci ameavea în virtutea exerc. 5, (z — 1)(e2? — e) = a(z—e)(1 —e?), cu « eR. 
Cum €3=—1, e2=— g, ar rezulta z(€— e — a + as) =ē—e— «e+ a, deci —z ar fi 
citul a două numere complexe conjugate în contradicție cu |z | Æ 1: 


Exerciţii recapitulative 


2. b) 8 cos? (eos x +isin Sk 8. —1 — i. 4. Afixulz = z +iy al celui de-al 


treilea virf satisface: |z — 1|=|2+1—1|=/2,|z—2—il|=V/2, adică (2 — 1)? + . 


+y? = 2, (æ — 2)? + (y — 1)? = 2. 5. Notind z = r(cos tk + isin t), k=1, 2, 3 și 
tı + ta + t = t, din ipoteză rezultă sin t, + r sin(t, + t,) = 0, adică sin 4 + r sin(t — t) = 
= (4 — r cos t)sin 4 — r sin ? cos 4 = 0 și două relații analoage cu ts, t în loc de t. Aceste 
relații pot exista simultan numai dacă 1 — r cost = 9, r sin £ = 0, deci sint = 0, cos t = 1. 
le 


Capitolul IV 


` 


$1 


1. Dacă d N « ar conține două punċte, atunci am avea dc a (teorema 2). 3. Există 
- puncte A, B, C, D, nesituate într-un același plan. Arătaţi prin reducere la absurd că drep- 
tele AB și CD nu au punet comun! Dacă d = d’, concluzia este evidentă. Putem presu- 
pune, deci, că dreptele d, d’, d” sînt distincte și fied’ N d” = {4}, d N d” = {B}, d N d' = 
"= {C}. Dacă A e d, atunci cele trei drepte au în comun*punctul A. Dacă A d, atunci, 
B #4A, CF A ceea ce împreună cu d' +#d” = A, B, C sint trei puncte necoliniare 
şi din teorema 2 rezultă că d, d, d”c (ABC). 6. b) Fie E e (DAB) N (DBC) N 
N (DCA); cum aceste plane sint distincte, ele se taie două cîte două după. dreptele 
DA, DB, DC. Rezultă E e DA, E e DB. Din E # D arrezulta A, B e ED în contradicție 
cu a). 7. Arătați mai întii că punctele E, F, G nu sint coliniare și apoi că punctele P, Q, R 
aparțin planelor (ABC) și (EFG). 8. Cinci. 9. Alegeţi o dreaptă d’ astfel ca d şi d' să nu fie 
conținute într-un plan. Consideraţi planele (dM) cu M € d’. d 
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ş 2. 


1. Construim în planul « mediatoarea segmentului [4B], pe care o intersectăm cu 
planul f. 8. Punctul M trebuie să fie situat în planele «, (4d,), (Bda). Problema revine-la 
exerc. 2. 


1. Fie o = («A = («B şi Me (AB). Trebuie să arătăm că Me o, ceea ce revine 
la [4AM]Na = ø. Presupunind contrariul, există Pe [AM] N «. Dar atunci P e [4AB], 
deci Pe[AB]Na, ceea ce nu este posibil. 4. Fie de exemplu o un semispaţiu deschis, 
B frontiera lui și d = « NB. Alegem punctele A, B e « — d de o parteşi de alta a dreptei d. 
Atunci [AB] NB # ø, deci A și B sînt de o parte şi de alta a planului B, adică unul din 
aceste puncte, să zicem 4, se găseşte în o. Se va demonstra că « N o = (dA. În acest scop 
se ia MeaNo și se deduce că [AM]Nd = ø, ceea ce implică Me (dA; se ia apoi 
N e (dA etc. 6. Trei sau patru. 8. Se va proceda prin reducere la absurd. 9. d fiind muchia 
unghiului diedru,. se vor distinge cazurile: dNa este punct, dha= ø şidha=d. 
10. 1) Se aplică exerc. 4. 2) Folosiţi definițiile interioarelor unui unghi și unui unghi di- 


edru, 11. Se va arăta că (MP c Int. AMB, din care se va deduce că (AB) și (MP au un 
punct comun. 


Ş 4. 


8. Numai în cazul unghiului diedru nul sau plat. 4. b), d), e). 5. Se iau punctele 
P, Qe MU o(P + Q) şi se disting cazurile: 1) P, Q e M; 2) Pe M, Q e o. 3) P, Qao. 
Veţi arăta că în fiecare caz (PQ) c M. 9. Fie tetraedrul [ABCD] și E mijlocul lui [CD]. 
Centrele de greutate G, G’ aie triunghiurilor ACD, BCD sînt situate respectiv pe AE, BE. 
Arătați că AG’, BG, EF sînt concurente, unde F este mijlocul lui [AB]. 11. C şi D se află 
de o parte şi de alta a planului (ABM) (exerc. 11, $ 3), deci acest plan intersectează 


segmentul (CD) într-un punct Q. Arătaţi că M e Int 403, ceea ce implică (QM N (AB) = 

= {P}. 14, Fie % reuniunea considerată și X, X’ e M, adică X e [PQ], X’ e [P9], 
unde P, P'e N, şi Q, Q'e Ma. Trebuie să arătăm că (XX) c m. Se aplică exerc, 12 
segmentelor [PP] și [QQ']. 


g5. 


2. Duceţi printr-un punct al dreptei a paralela la dreapta d și arătaţi că aceasta 
coincide cu a. 3. Dacă d 4 d’, soluţia este unică: planul determinat de d şi paralela la d’, 
dusă printr-un punct al lui d. Dacă d || d’, există o infinitate de soluţii: orice plan ce trece 
prin d, cu excepţia lui (dd'). 4. Un plan. 5.. Se duce prin dreapta întii un plan paralel cu 
a treia (vezi exerc. 3), care se intersectează cu dreapta a doua. 6. Se foloseşte proprie- 
tatea 1, apoi proprietatea 2. 9. Fie A punctul, d dreapta și œ planul dat. Dacă 
d. &, soluţia problemei este paralela prin A la dreapta (4d) Na. Dacă d ||æ, problema are 
o infinitate de soluţii sau nici una. 11. Dreptele AA’ și BB’ fiind coplanare, două cazuri sînt 
posibile: a) AA’ şi BB’ au un punct comun $; b) AA’ || BB’. În cazul a) veţi arăta că 
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S e CC", iar în cazul b) exerciţiul 6 implică AA’ || CC’. 14, În caz contrar, dreapta 
dată ar fi inclusă în primul plan. 15. Presupuneţi contrariul și folosiţi teorema 3. 17. În 
cazul æ 4% a, ducem printr-un punct al dreptei « Na o paralelă cu d și arătăm că aceasta 
este inclusă atit în a, cît și în a/. 18. b) Două soluţii cu excepţia cazurilor a = 0 sau a = 90%, 
cînd soluţia este unică. 19. O clasă de echivalență este formată dintr-un plan « și planele 
paralele cu «. 20. nu. 21. Notind cu (AB) şi (4'B”) cele două segmente, din exerciţiul 13 
rezultă că AA” || BB, deci AA'B'B este un paralelogram. 22. Prin cîte un punct al 
fiecărei drepte duceţi paralele la cealaltă dreaptă dată. 24. Un plan paralel cu planele 
date. 


Exerciţii recapitulative | 


6. a) EF || AC, HG || AC; b) o dreaptă paralelă cu d (respectiv un plan paralel cu a). 
7. Duceţi prin A’ o dreaptă paralelă cu d. 8. Folosiţi exerciţiul precedent. Locul geometric 
este un plan paralel cu d şi d’. 11. a) o dreaptă care trece prin punctul d N a, dacă acest 
punct există, respectiv o dreaptă paralelă cu d, dacă d || a. b) Un plan care trece prin «N B, 
dacă « NB Æ ø; un plan paralel cu a, dacă «|| B. 


Pi 


Capitolul V 


$1. 


1. Prin A se duc planele a, «', perpendiculare respectiv pe d, d’. Dacă « + «', problema 
are o soluţie unică: dreapta « N a’. Dacă a = a/, orice dreaptă conținută în a şi trecînd prin 
A reprezintă o soluţie. 4. Folosind. exerciţiul 3, obţinem trei drepte coplanare cu un punct 
comun, perpendiculare două cite două, ceea ce este în contradicţie cu unicitatea în 
plan a perpendicularei pe o dreaptă, printr-un punct dat. 6. Fie d, d! | a, A'=eNd, 
iar d” paralela prin A’ la d. Arătaţi că d! = d”. 10. Perpendiculara pe (ABC) care trece 
prin centrul cercului- circumscris triunghiului ABC. 13. Se va arăta că piciorul per- 
pendicularei din .P pe (ABC) aparţine fiecăreia din perpendicularele considerate. 


14. 2a, = ay 7. 15. Un cerc în planul « cu diametrul [AB], unde B’ este proiecția 


Jui B pe a. 16. Un cerc situat în planul prin A perpendiculăr pe a, de diametru [AA], 
unde A” este piciorul perpehdicularei în A pe a. 19. A fiind punctul şi d, d” dreptele date, 
notînd cu œ planul prin A: perpendicular pe d’, dacă d N a este un punct B, dreapta AB 
intersectează d şi AB | d. 22. După cum distanța” de la A la planul «> sau 
= Į sau < l, locul geometric este respectiv un cerc, un punct sau mulțimea vidă. 27. 0’ 
fiind piciorul perpendicularei din O pe (ABC), avem A0O'A = A00'B = A0O'C, deci 
(OA) = (0'B) = (0'0). 


$ 2. 


N SR IS 
3. Luînd un punct M’ asttel ca A e (MM"), avem conform teoremei 1 B'AB<M'AB. 


A 
4. Proiectaţi un punct A e a pe planul feţei (b, c) în A”, deosebiți cazurile: 1) A'elInt bc, 
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= 


Jinpat g 


a 


LA . 
2) 4'e fo. 3) A'g£ Int fu și folosiţi în fiecare caz exerciţiul 3. 6. Duceţi o semi» 
dreaptă [AB, perpendiculară pe &, de aceeași parte faţă de œ ca şi 8’, 


şa. 


2. Se intersectează unghiul diedru AÈ cu un plan perpendicular pe muchia lui a, 
se construiește bisectoarea unghiului format etc. 4. În planul , ducem prin Q o perpendicu- 
lară d’ pe dreapta « NB și demonstrăm că d! | œ. Din unicitatea perpendicularei prin- 
tr-un punct pe un plan va rezulta că d = d’, deci def. 6. Fie a şi b dreptele date și 
a = (ab). Locul cerut se compune din două plane perpendiculare pe « care trec prin bisec- 
toarele unghiurilor determinate de dreptele a și b. 7. Duceţi prin punctul de intersecţie 
al celor trei plane o dreaptă perpendiculară pe a şi arătaţi că aceasta este inclusă în cele- 
lalte două plane. á 


g4 


3. Fie A* = pr44, 0* = pruO; se va arăta că OA | (00*B) şi O*A* | (00*B). 
4. Se va observa că raportul, în care un punct împarte un segment, se păstrează prin pro- 
iecție. 7. Se va folosi exerc. 4. 9. Construiți o dreaptă d care intersectează cele trei drepte 
date şi luați un plan perpendicular pe d. 10. Există un plan perpendicular pe a care 
conține dreapta d. 11. Fie [OA, [OB, [OC muchiile unghiului triedru și œ, B, y cele trei 
plane proiectante. Putem admite că AOB și ÃO nu sînt unghiuri drepte. Perpendicu- 
larele din .4 pe planele, y, B vor fi conținute în (OAB) respectiv (0.4C) şi vor intersecta 
OB, OC în cîte un punct B’, C’. Folosiţi concurența înălțimilor în triunghiul AB'C”. 
16. Dacă D = pr4p0, unghiul planelor (ABC) și (OAB) are măsura e = m(ŐDÙ) și tg p = 
c cy a+ bi 
OD a i 


Exerciţii recapitulative 


1. a) Deoarece AN este mediană în triunghiul işoscel ACD, AN | CD şi analog 
BN | CD. Rezultă că CD L (ABN) şi CD | MW, CD | AB. b) Din reciproca 1 a teo- 
remei celor trei perpendiculare deducem că D'M | AB, de unde rezultă că D' e CM. 
» c) Dreptele DD’, CC’ şi MN se întilnesc în ortocentrul triunghiului MCD. 2. Consideraţi 
dreapta « N (AOB). 5. 1) fk este un unghi ascuțit; presupunind problema rezolvată, fie 
C = Pray B și B' = praB. Putem construi un triunghi dreptunghic congruent cu ABC (căci 


~ 
cunoaștem măsura lui CAB şi AB) şi apoi unul congruent cu BB'C. Trasăm în planul « 
cercul 2(B”, B'C) și construim tangentele la acest cerc care trec prin punctul A. 2) Dacă AA 


este obtuz, construim semidreapta opusă lui (AM. 3) Dacă ÎN este un unghi drept, inter- 
sectăm planul « cu planul perpendicular pe AB, dus prin A. Problema are soluţie 
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dacă m( 4P) < (A) < 180 — m(É AD). 8. Reuniunea a două drepte perpendiculare 
ce trec prin mijlocul lui [447], situate în planul mediator œ al acestui segment (bisec- 
toarele unghiurilor formate de proiecţiile lui d şi d' pe a). 9. Dacă N = praM, 
A= prda, M, B = prdM, din teorema celor trei perpendiculare rezultă că OANB 
„este un dreptunghi. Se aplică teorema lui Pitagora. 10. Arătaţi că triunghiul VBC 
este isoscel și considerați triunghiul VDE, unde D = prpcV şi E = pracV. 13. Dacă 


O = pragc)D» (40) = (B0) = (CO), deci 40 = — = —. d(D, (480))= DO = 


2 cos £ 
2 


= atgp] [205 2). 14. ae Este, tgp = VZ tg B. 15. tg p = 2 tg B//3. 


B` 


sin?  — sin? — 
2 


16. 1 l ae ye £ cos? «. 17. Cazul a). Dreptele BC, 


Lă 
. x A 
4 sin? 3 sin? B cos 


pA 
CA, AB taie planul « respectiv în L, M, N. Se duc prin L, M, N drepte paralele 
cu EF, FD, DE, care determină un triunghi A'B'C'. Dreptele AA’, BB’, CC’ fiind copla- 
nare două cîte două, sînt fie concurente într-un punct P, fie paralele. În primul caz 
P este soluția problemei, în al doilea caz problema nu are-soluție. Cazul b). Una din 
dreptele BC, CA, AB este paralelă cu planul «; problema are soluție numai dacă dreapta, 
aceea este paralelă cu latura respectivă a triunghiului DEF, iar atunci există o infinitate 
ae soluții. 18. Se intersectează BC, CA, AB, B'€“, C'A', A'B’ cu planul « respectiv în L, 

M, N, L’, M’, N’. Laturile triunghiului DEF vor fi situate pe dreptele LL’, MM’, NN’. 


Capitolul VI 


$1.. 


1. Punctul M din spaţiu și proiecţiile sale pe muchii aparţin planului perpendicular 
pe muchiile prismei, care trece prin M. 2. ABDE este un trapez, deci AD N BE 4 ø. Se 


ae Ii Es = 21/3 Ea 
aplică ex. 5, de la Cap. IV, § 1. 8.18 V 3(V 73 + 5). 4a?(4 + 3). 5. a; 2 y 8 (1 +13). 
6. 72. 7. ab (1 +1 3). 8.240. 11. Fie[OM] diagonala prin O și N mijlocul segmentului [AB]; 


CVAD EEN d2’ A 
AGON ~ AGMC, k = => 12. mbazei = - „iat = e A , aria paralel. = = (1+9/2). 


13. Fie cubul [ABODA'B'C0'D']. Distanţa dintre dreptele BD’ și B'C” este distanţa dintre 
dreapta B'C' şi planul (BA'D'). Perpendiculara din B’ pe planul (BA'D”) intersectează 
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Pro. 


dreapta A'B și deci distanţa de la B’ la (BA'D) este înălțimea din B’ a triunghiului BB'A' 


nz, 


ay 7, 2a 2, arcsin 2 , 45. 16. / a? +b? Fab, 


şi este de 10/2. 14. 


Va F bF 3ab. 17. Se EA baza teoremei celor trei perpendiculare că înălţimea 
triunghiului de secţiune corespunzător unei laturi, este perpendiculară pe planul feţei 
laterale care conţine această latură. 18. AA'AB = AA'AD și deci înălțimea din A’ 
a triunghiului isoscel ARD trece prin punctul O de intersecţie a diagonalelor cubului. 
Deoarece BD | AC rezultă BD | (4A'C) etc. 19. Fie paralelipipedul [ABCDA'B'C'D'] 
în care planul (ACC”) este perpendicular pe planul bazelor. Se arată că BD este per- 
pendiculară pe planul (4ACC’) şi deci şi pe dreapta ce unește centrele romburilor de 
la baze, de unde rezultă că paralelogramul BB'D'D este dreptunghi. 20. Se exprimă 
cosinasul unghiului în funcție de lungimea muchiei bazei și a diagonalei și în conti- 
nuare diagonala în funcție de muchia bazei și muchia laterală. 21. Fie M;, i = 1, 2,...56, 
"cele șase puncte și G mijlocul lui [AC']. Arătaţi că GM; LAC şi AGM;-M; = 
= AGM;Misa. 22. a) Dacă se notează {E} = O'P N AC, rezultă că E e (ABC) N (MO'P) 

(P) = EMN(AB) e (MO'P). G fiind intersecţia dintre dreapta O'M şi dreapta 
ce trece prin mijloacele muchiilor [AD] și [A/D], rezultă că Ge (4DD')N (MO'P) şi 
că (N) = PGN(A4'D”) și {9}= O'N NA (B'C’) aparţin secţiunii care este deci penta- 
gonul MQNPF; FM | NQ și NP || MỌ. b) [AP] fiind linie mijlocie în 00'E, [AF] 


fiind linie mijlocie în OEM, avem AF e (O centrul bazei ABCD); GM = 
NH = = TAN SOCIS r „unde H este mijlocul muchiei [A4'D']. Proiecţia poligo- 
nului a pe planul (ABC) este poligonul AFMTS, o[AFMTS] = o[ABC] — 
— o FBN] — i, Se determină măsura unghiului planelor (MO'P) şi (ABC). Fie R 
piciorul perpendicularei din O pe FM. OR se determină scriind în două moduri o[OFM] 
și OR = asi O'R = A „cos ORĂ = pa o[FMQNP] = 5 dacă 28. a) 30. 
) AR . 24. x e (0, 2a), pentru ca secţiunea să fie diferită de mulțimea vidă. 25. Se 


notează cu M mijlocul lui [A'B] şi W mijlocul lui [BC]; secțiunea este rombul ANC’ M” 


Pi p- 
a o e E 


de latură ai şi diagonala a 3, a/ 2; —— 


$2. 


1. a) da, b) da, c) nu, d) da, e) nu. 5. $ (aye Thè + byat Pali) . 
6. Aplicind teorema lui Pitagora generalizată în triunghiurile SAC şi SBD 
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SA: + 802 — AC? SD: + SB? — BD? 


rezultă SA’ , SD'= 


şi aplicînd formula lungimii 


SC SB 
ia SA’ SB A à 
medianei rezultă SA? + SC2 = SB? + SD?, deci D o 8. Se arată că înălțimea 


piramidei trece prin mijlocul ipotenuzei bazei (vezi exerc. 2). 9. a) 48, b) cos g = Š , 


c) sin B, = ME a sin B; = sin Ba = bit Sat 10. Fie piramida 


24 
e TI 9 3 
V 601 y 626 V e26 23 626 — 25/5 
[VABC], M un punct al bazei, A’, B’, C” punctele în care perpendiculara prin M 
pe (ABC) intersectează respectiv planele fețelor [VBC], [VAC], [VAB] și A”, 
C” proiecţiile lui M respectiv pe BC, AC, UR A = MB = e = 
MA” MB” MO" 


B” 


_ MA'+ MB'+ MC 
MA” + MB” + MC” 
laterală cu planul bazei. Deoarece MA” + MB” + MO” este constantă, rezultă că 


tg « unde « este măsura unghiului diedru format de o faţă 


MA' + MB! + MC! este constantă. 18. a) 3 |/ 219 , b) sin « = = „c) Fie M proiecția 


lui B pe AV care coincide cu proiecția lui F pe AV. Măsura unghiului diedru al feţelor 


oN 
[VAB] şi [VAF] este egală cu m(BMP); aplicind teorema cosinusului în triunghiul BMF: 


se obţine cos (EMÈ) = = — 2. 14. Fie O centrul bazei. Măsura unghiului diedru 


dintre planele (VAB) şi (VAC) este 60° şi deci o[ VAO) = a[VAB] cos 60° = = o[ VAC]=g. 


; Pa pa 
15. Se aplică teorema cosinusului în triunghiurile VDE, VEF, VDF; à= a = s 
a — 
16. arctos 2, 18. arctg e , unde S = o[ BCD]. 20. 5 21. arcsin KE; 22, SA2 = 
2 2— a? 2 a __ pa și KERRE 
Ma b Le a „SSB? aœ +c b To ta +b c cu condiţiile a? < b? + c2, 


3p2 — q2 
b? < a? + c, ce < a? + b? deci ABC triunghi ascuţitunghic. 28. BOE oS 


24. Distanţa de la vîrful piramidei la planul de secțiune = |/ g 7, unde 7 este înălțimea 
oa V e a ar E ag E 


piramidei. 25. 


‘8. 15/32, 30, 10/5, 10/7. 4 iati Bi sau Va (ez) E .6.72/7. 
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i 
f 


§ 4 


5. Din exerc. 4 rezultă 3f < 2m, 3v < 2m; se ţine cont de relația lui Euler. 6. m > 2v, 
dacă am avea şi 2m > 2f, din relația lui Euler s-ar putea deduce o condiție. 7. Se pro- 
iectează poliedrul pe un plan. 


$5. 


1. 03/83. 2. 402 / 3. 8. Putem admite că «N P = (4,); atunci A, = B,. Fie 
P’ = [A,B4Be ... Bn Asa ... An], iar P” poliedrul congruent cu P’ care se obţine prin 
deplasarea muchiilor lui P’ de-a lungul suporturilor lor astfel ca A, să ajungă în Ai. Re- 
zultă: v(P) = v (P'U P) — v (P”) = v (P'U P — P”) şi P'U(P— P”) este o prismă 
dreaptă cu aria bazei § şi înălțimea 7. 4. Secţionaţi paralelipipedul cu un plan per- 


pendicular pe muchii și folosiți exerc. 3. 5. o, = 260, V = 400, dı = / 194 , da = SI 


Ads a 


6. a? (10 + 8/3). 7. Prin C se duce o paralelă la AB pe care se ia 
kari A” în acelaşi semispațiu cu A față de planul (BCD) astfel ca (4'0)= (4B). 
Analog, prin B se duce o paralelă la CD și se ia punctul D’ în același semispaţiu cu D 
faţă de planul (ABC) astfel ca (BD’) = (CD). Distanţa dintre planele (ABD') și (4'0D) 
este cea mai scurtă distanţă dintre muchiile [AB] și [CD] şi este înălțimea  prismei 
[ABD'A4'CD]. Volumul acestei prisme este S din volumul prismei patrulatere cu baza 


paralelogram, pentru care [A'D] este diagonală și [A'C], [C.D], laturi. Pe de altă parte, 
această prismă se descompune în tetraedrele de volume egale: [ABCD], [ACDA'] 


şi [DBAD']. 8. V = 20:34:13 cm? æ% 1,078 ms. 9. = = 9,95. 10. a) Se consideră 


piramidele cu bazele [HMV], [HAB] şi virturile W, C; comparind ariile bazelor și înăl- 
timile, se obţine: (NHMV]= Š CHABI = $ UHABCD]; b) 30. 11. a) Fie H pro- 


iecția lui A” pe planul (ABC) și M proiecția mi A' pe AB. AM = HM = cos z, A'M = 
b) DE = VI pai 


zay: 


= c Sin z; b) OCE N 12. a) pan 
A'M 


A 


Exerciţii recapitulative 


1. a) ab + = lay zi F hè by arhi + h(a+b)]; b) trapez dreptunghic, 
OAE Barai 1 2 DI oii 
OV FIR: e) abh. 2.a) So URE by 45°; c) atb? F(a + 2b°)312 
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A 


3. a) Se arată că BC (SAN); b) AD = T = aşi BD = a, deci ABD dreptunghic 


şi isoscel; analog ACD, deci ABDC este pătrat; c) SN = apă şi se arată că tri- 


unghiurile ABS şi ACS sint dreptunghice: aria secţiunii este a? re +3): 


, dacă sef, h); V = LT y E — aè, 
2% 
Sa 9 CEI a: aa 
dacă se (h, b]. I EEE b) cos f AA E costat E Laz E 
3 2a z? + a” 


fi . 9. Dreptele AN, BP, VO sint concurente două cite două, deci au un punct 
comun S (Cap, IV, $1, ex. 5) şi la fel rezultă că Se MQ. b) AB || MQ || FC, 
(MC) = (QF), ABMC = AAQF, (BM) = (4Q). c) M este dreapta de intersecție 
a planelor (VBE) și (VAC), adică locul geometrie este [VT], unde T este mijlocul 
lui [LAC]. d) [QM] este linie mijlocie în triunghiul CVF, deci QM = a şi ABMQ este 
dreptunghi. Dacă se notează cu ha respectiv ha înălțimile lui ABMO și QMNP, atunci 


OMNES i = EN, FR = AE FE = cei (VO este bisectoare 


OABMQ] 2 h E 200 pa ga E A a 

"în triunghiul VBP). Notînd {F} = ABNCD, avem CF = a; ducînd prin C o 

paralelă la MN, se observă că LA An , deci pr ab = 1 și ha e dea 
YD 3 VB VE 3 h 3 


Rezultă că raportul cerut este egal cu =. si + a = 2 . 10. b) 42a? + ka V 3; 


c) arcctg 2 ; d) arn 


Capitolul VII 


sale 


i. ayi m 2. 3. 3. 42n; AYZ n 4. a) 10; b) 28m. 5. 2ma{1 + 27); 2ra’. 


ab! 3, 
6. 150/3. 8. (1 +V 2)-7; Sa 9. 10. 10. 160. 11. 120m cm?; 300% cm, 


12. V œ 43,96 dm?, m æ% 496,75 kg. 18. 384 kg. 
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§ 2. 


1. ME 2. Š ys. 3. VAB fiind secțiunea axială și [VQ] înălțimea conului, 


~ E : ze 
m(AÂVă) = 90 și VO=04 =0B, dei I = R; G= 3/2, R=I=3. 4. 96r. 
B. 1024r. 6. 4367; 3207. 7. Tetraedrul fiind [VABC], conul are ca bază discul înscris 


în triunghiul ABC şi același virf V; eys m. 8. 24 62,80 m2. 9. Făcînd o secţiune 


108 
axială în con care conţine o diagonală a cubului, pentru muchia x a cubului se obține: 
să haz , de unde z= A BAL E SRI . 11. Se obține un corp 
2R h 2R +h 2 3R+hy3 


format din două conuri, care au aceeași bază; 4 8007; 1 320 m. 12. 657 cm?, 100x cm?. 


§ 8. 


ji 3 
4. 584r. 5. 4500r. 6. R = 2r, R—r= ea, i Je, WUE z m. 7. Raza discului de 


R? — r? 


secțiune = 12, distanța cerută = 4. 8. 54,67; 93,6m. 9. V/2 (R? — rm; m. 


m. 11. 160x; 136r. 


10. 487; aa 


g4 


1. Fie M, N e [8(0, r)]; deoarece discul [$(0, r)] N (OMN) este o mulțime convexă, 
rezultă că [MN] este inclus în acest disc, deci și în corpul sferic [8(0, r)]. 2. Simetricul A’ 
al unui punct A e 8(0, r) faţă de O satisface condiţia r = OA = OA’. 8. Fie d un 
diametru al sferei, M e 8(0, r) şi N simetricul lui M față de d; se va arăta că ON = r. 
4, Fie cele două cercuri 2(0,, ra, ca). și C(Os, ra; aa), avînd punctele P, Q comune. ` 
Atunci a Na, = PQ. Arătaţi că perpendicularele ridicate în O, şi O, respectiv pe a 
şi aa au un punct, comun şi acesta este egal depărtat de punctele celor două cercuri. 
5. Fie A, B e 8(0, r) care nu sînt coliniare cu O. Prin punctele A, B, O trece un singur 
(plan OAB), deci un cerc mare prin A, B coincide cu (ABC) N 8(0, r) şi astfel el este» 

24/6 256 


determinat în mod unic. 6. 3/3. 7. 3; 8. 238m; 782m. 9% —z— R. 10. -7 
2 3 
1. aa 3 R; 12. 192m; 7687. 13. 676r; æ% 2 902,77. 14 mi ni HE n 16. a EO 
16. a) mea =, zh 2RER — h) ; c) ra a 
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Exerciţii recapitulative 


3 “9 a E > 
1. T 2.4.8. Li d SRY 2 4 sya . Š. a) Notînd cu 2p perimetrul secțiunii 


axiale a conului C şi exprimind aria acestei secțiuni în două moduri obținem: 
p'r = Gsina-G cosa. Țintnd cont de p = g(1 + sina), se află generatoarea 


A ` EAS 
G=r heane. „Deci a/(0) = sk Eau E ag b) Rezulţă ecuaţia trigonometrică 
Sin æ COS a sin œ cos? a 
(1 + sina)? = 3cos?a, de unde sina = —1, care nu corespunde, sau' sin a = Ł, 
E T 2R— -d r 
„deci a = TE 6. 16271. 7.a) r fiind raza bazei mici a trunchiului de con T, =—. BE = m 


de unde r = R — =; 013) = = (12R2 — 6Rd + d?). b) Condiţia este îndeplinită dacă 


g= R +r (e este generatoarea trunchiului decon) Dar g2=—d2.+ (R — r)? deci 


zl 5 ;d=R(V 5— 1). 8. (corp) = o(cil) + 2ou(tr. con) + 2o(con) = 6ra? y 3; 


2 3 
u(corp) = v(cil) + 2v(tr. con) — 2v(con) ze, 9. sse, Hrm, 10. a) Notîind cu k, 


şi ha distanțele de la O la bazele [AB] și [DC], din A4OB ~ A COD avem A e 


2 
2 
şi cum k= h, + ha rezultă h, = ahs şi h = ——. b) V= ziy (2a + b), 
i a+b a+b 3 5 
2 
pa i (a+ 2b) şi cum a> b; rezultă V, >Va 11. Fie æ= d(O, a)-> d(O, B). 


Atunci 5 3) este k — x sau x — h'după cum O se află inig planele «, B sau în 


exteriorul lor; în primul caz h—z S z adică z > i , așadar, în orice caz ze [= A R) A 


Din 2rRh = m (r2 + 72), n= R? — r? şi aS = R? — (h — x)? rezultă f(z) = 2x? — 
ş 


— 2hx + h? + 2Rh — 2R? = 0. Deoarece minimul lui f se obține pentru z = E 
şi f (2) = (k? + 4Rh — 482), f(R) = k? > 0, problema admite o soluţie unică 
dacă (+) <0 sau ks eR (V 2— 1); dacă k > 2R (/2— 1) problema nu are soluție. 
Soluția unică este z =Ż (d + VLR? — aRh — k’). 12, RVS = 2) 37 = 3/48: 
13. a) 10V 2+2; b) Soor aea, 14. Notind cu z distanţa de la virtul conului 
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la baza superioară a cilindrului C şi cu y raza cilindrului, putem scrie n = = , de unde 
I Z z; înălţimea cilindrului este h — æ, deci a(C) = - (R — h)a? + 2rRa; 


studiem această funcție la intervalul (0, h). 


Probleme recapitulative 


8. Intersecţia lui [A BCD] cu paralela la BD care trece prin mijlocul lui [AC]. 5. $ 3 


6. r + - o 7. S= ż (3/ 3— m). 8. a) Se observă că 
sin —— cos —— 
3 2. 
cos A = —cos (B + C), se scrie membrul stîng sub forma sin? B + sin2C şi se aplică 
b? -+ c? — a? 


teorema sinusurilor; b) sin A r „ cos A= etc.; d) dacă punctul 


2bc 
è 
A’ e (BC) este unul din punctele de tangenţă ale cercului înscris în triunghi, atunci 


BA = r* ctg 2, 9. a) Membrul sting al egalității se scrie succesiv: 2R (cos A +, 


+ cos B + cos 0) = 2R (1 +4 sin $ sin g sin y) = ar (i+ 7) b) se arată 


că sin A + sin B + sin C a cos £ cos Ž oint şi cos A + cos B + cos C = 


=1+4+4 sin £ sin z sin S =1 + e 10. Prin rezolvări de sisteme de ecuații se 


obțin A (a, b), B(a + 1, b + 4) ṣi C(a + 2, b+ 4); “deci triunghiul are laturile“ de lun- 


gimi Y 2, 2 5y 10. Se calculează apoi: A arccos Ž a 


, B = n — arccos 


Ee 

"ya ; e A Pe = Miles F A 

C = amecos 109: 11. a) Dacă B’ este piciorul înălţimii din B, din triunghiul ABB, 
. . EI . . ELEN 

se obține AB’ = c cos A. Relaţia rezultă din triunghiul AHB’ în care u(HAB') = 

= A —C. b) Membrul sting se scrie succesiv ::4 R?(sin A cos A + sin B cos B+sin Ccos C)= 


= 2R?({sin 2A + sin 2B + sin 20) = 8Rèsin A sin B sin C. 12. Dacă AŽ N C(O, R) = {4, D} 
şi OI N (0, R) = {F, G}, atunci IG + IF = IA: ID şi IG: IF=(R+0I)(R—0I)=R*—01°. 
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Apoi se observă că IA = — îi 
sin — 
2 


N 
- = u(DBĂ), DI = BD 


Pi 
TDI) cii 


= 2R sin = (triunghiul OBI fiind isoscel). Așadar JA* ID = 2Rr. 18. Din r 


= 4R sin = sin . sin i , Se obține succesiv: r = 2R sin (cos 0 oS ie] , 


2R sina £ — 2R cos sin = r = 0. Rezultă că 4 (x cos? CE 2r) 2 0. 


14. 2 cos [r G — 2]: 15. Se folosește: (z— 1)(zn -+ zi +.. + 1) = mH — 1. 


z+ 1 


z—1 


PN 
16. : = EEE P a N E A AY „unghiul triedru A ea 
n 


şi O virful său. Se construiesc într-un plan unghiurile adiacente a'b’, b'c’, c'a” cu 
7 ANANN ANN 
vîrful comun 0”, congruente respectiv cu ab, bc, ca şi punctele A’ ea, A” ea” 
A A 
pentru care (OA) = (0'A4') = (0'A”). 1) Dacă m(ab) + m(bc) + Aea) < 180°, se 
consideră M'e b N (A'A”), W'ecN(A'A7] şi punctele cerute M, N se determină 
astfel ca (OM) = (0'M”), (ON) = (O'N’). 2) Dacă m(@è) +smie) + m@) > 180°, 
M = N = 0. 25. Cel mult 6. 30. Fie AB muchia unghiului diedru, iar C, D celelalte 
virfuri ale tetraedrului. Proiectaţi C şi D pe AB şi pe semiplanul bisector. 
33. Dreptele AM, BN descriu respectiv planele (4d,), (Bd}) a căror intersecție este 
locul cerut. Deoarece planul « taie (4d,), (Bd) după dreptele paralele di, dọ, se 


deduce că (Adı) N (Bd) este o dreaptă paralelă cu d, sau mulțimea vidă. 84. Se 


proiectează A, B, C, D în A’, B’, C’, D’ pe a și se observă că ak = A 
BL BB' 


36. Se va arăta că piciorul H al perpendicularei din D pe (ABC) este ortocentrul 
triunghiului ABC. Notind cu C, punctul diametral opus lui C în cercul circumscris 


lui ABC, se observă că AHBC, este un paralelogram deci AH? + BC? = BC? + BC2 = 


= 002. 39. (ABC) | OM. 40. Ž ta ab + (a + a) (b + 3). 48. Sfera: este 
tangentă bazelor în centrele lor de greutate; 418R? y3, 6R3/ 3. 45. 1,0267 mè. 


46. a) = R? sin? s cos? a; b) 4R? sin 2a; c) 60. 47. > (0 +y/3), a C=) 
2 E 

T. (124-73). 48. Sfera de diametru AB, fără A şi B. 53. Perechile de cercuri 
6 
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circumscrise triunghiurilor VAB, VA'B'; VBC’, VBC'; VCA, VC'A' sint tan- 
gente, Din exerc. 52 rezultă că cele două sfere au același plan tangent în O. 


‘55. 2 (b2 + ca), unde $ = [ABC]. 56. a) 5 a3; b) $ maž (5 ave); o e ae 
C 
57. 4rRR,. 58. Centrele sferelor sînt virturile unui tetraedru regulat; h= r+. 


+ 7/5 ry 3. 59. Să se arate că se “aplică formula (8) de la Cap. VII, 


De a 
ii 


Cap. 


Cap. 


Cap. 


Cap. 
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Cuprins 


I. Suprateţe poligonale. Arii 


$;4:. Suprateţe poligonale i. ceea toane arata Dati lee oara oala toaca e ale 
$ 2. Mulţimi congruente şi mulțimi asemenea... snee ceea 
ESS „Ava: suprafețelor poligonale; canens e oo azere ate aha ae aaa are Oaie alea ei 
$ 4. 'Suprateţe măsurabile. Aria discului aeres cenn Oaa eee 
Eroro ti roca pitula VO aci aaa ea a eee) NAA 7 DALIA ele 5 


II. Aplicațiile trigonometriei în geometrie 


$i1,ioordonate polare A Plaise i AEE aaa ETa E ie ae E AEAEE E 
$ 2. Teorema sinusurilor și teorema cosinusului. .... eee eee 

$ 3- Rezolvarea (riulighlurilon eene ennan Mana ae, SOS tunului) aăSa 9iolae 
$ 4. Hormule pentru aria triunghiului. aa eee ee ete EAE a e opac ae 
§ 5. Raza cercului circumscris și raza cercului înscris în triunghi. ......... 
SO Aplicaţii practice capia is rotatie rata) a Acea iza E ale Aaaa T (acul, EES 
Fixetoiţiireaapitulat 097. fala ete neo alta no obiecta lau ta RI 


III. Aplicațiile trigonometriei în algebră 


$ 1. Forma trigonometrică a unui număr complex, ceea 
§ 2. Operații cu numere complexe scrise sub formă trigonometrica. ....... 
$ 3. Rădăcina de ordinul n dintr-un număr complex... eee 
Şi FouaţiiiDINOIDO ăn sei a aaa a ea N 3 ua a Aaa N aa po su 


IV. Imeidenţa, ordonarea şi paralelismul în spațiu 


$ 1. Axiomele geometriei în spaţiu....... „men CL i ca 
$ 2. Construcţii în spaţiu i 
E RSIS EET OE AA TWE AA OAA A ante a O T e 
EA MUIN CONYERE E aa E A cat Ea A aa ANI lapa lat aAA E S 
§ 5. Paralelism în spațiu 


Exerciţii recapitulative ............. are cal Saele ae ; 


V. Perpendicularitate în spațiu 


$ 1. Drepte perpendiculare. Dreaptă perpendiculară pe un plan.......... 
$ 2. Inegalități geometrice. Unghiul unei semidrepte cu un plan.......... 
§ 3. Măsura unui unghi diedru. Plane perpendiculare... .... eee 
ŞsA4uRrolecțiisontogonalei Paara apoi SAAS dou se vot sala atatea ada ae aa 
Fixeteiții recapitulătive în ee ceia e pe aie aaa aaa ere aaa TOTEN a) a ana aa eta al e 


3 
ie 
8 
5 
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Cap. 


Cap. 


VI. Poliedre A 


[EDGE total Bio ol cata e iuoiahals)efaia ace aro 3 etasali adelolait) 49-a a ORTE arata 
SPAMMAA eaaa ooie E atena a WT TEE EEE ae RET a ile iad ze 
. Trunchiul de piramidă... eee 
„ Mulţimi poliedrale ... .icss  seeueremeeense meteo nen 
|. Volumul mulțimilor poliedrale....... eee 
. Mulţimi măsurabile în spaţiu... 
Exerciţii recapitulative ..... cecene amd to afet 


n tm m mmm 
PuPH„NP= 


VII. Corpuri rotunde 


$4. Cilindre piere eeae (alai ta na tate an ete letoze oheloă aă etaale 
$'2. Conul. eee cea notate eee e mele neo pelei Co > ERIE as Druc OATI OOD 
$ 3. Trunchiul de Con. sp. ..eecreeteseeenecireeneeenreieosivenert deete 
se Sira soro ana alei etapa us eat a ara lao na e e aaa ata eae 
Exerciţii recapitulative .... nene nene 
Probleme recapitulative ...... cecene enma 
Indicaţii și răspunsuri... none eee neam nnnnenne 
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